前言 


在准备这本书吋，功夫却在书外.您可以想象，要给出每道题的 
答案，必须要反复地计®和检查 * 除了一百多道例题以外，还要做二 
百多道习题（如果算小题 s 则远远超过三、四百 题)， 工作董虽然不小， 
却在爷的篇幅上 S 映不出来.为了读卉的需耍，我们不得不做这洋的 
努九但是， 书后附 有“习题答案或提示 1: 是一把双刃剑，一方面给读 
者提供了方便 5 另一方面又“害 11 了读#，使读#失去独立思考和宪 
成习题的机会.为了降低后者给读者造成的捉害，我们提议速者在做 
题时不去读后面的答案或提示.如果渎#在做题时经过长时间恩考之 
后， 仍然 不得耍领，不妨“偷偷地” - 眼提示，然后继续独立完成. 

这样做的结果将对读者提高解题能力和理 解能力 有非常大的&处。总 
之，我们希望读者千万不要把“习题答案或提示”作为解题的 “ 拐棍' 
只要把它作为“资料”就可队我们为此付出的努力也就值得了 4 

在本书交镐后，得知肖建波博十要在西南夂通大学开设微分几何 
课，作者把初稿发给他淸他指正.他认郄仔细地阅读了初犒，提出了 
很多宝贵的意见和中肯的®议 I 作者在此向他表示衷心的慼谢+ 

限〒作者的水平，本书的不尽人 意的地 方背定存在，恳诺读者不 
吝 指正. 另外，借此机会向高等教育出版杜的赵天夫编辑和有关同志 
表示深切的感谢，本书由 f - 他们的支持才能得以问世< 
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第一章向量代数复习 

§1,1要点和公式 

L 研究三维欧氏空间中曲线和曲面微分几何学的主要工具是向 
M 分析. 向址代数是向 M 分析的 基础. 在这预备审节中，我们要回顾 
三维向_世空间中向 M 的各种运算，和以后常用的公式.我们还要回顾 
向盤函数的导微法则. 

2„三维向世空间中的一个基底是指三个线性无关的向 M . 记成 
{ e ^^ e ^}. 空间中每一个向董 u 都能够唯一地表示成它们的线性 
组合 

v = tr ei + v^e-2 -I- 

这三个有序的实数构成的数组 ( vKv \ v ^) 称为向 M V 关 下基底 
e 2 , e 3 j 的分世，或坐标.通常，我们把有序实数组 （ W〆 ） 的全体 
构成的集合记成 R 3 . 由千在取定基底之后，三:维向 ffl 空间和便建 
立了 一一 对应，所以我们通常把三维向请空间记成 

3. 三维向 M 空间中的向世可以相加,还可以乘以一个实数，得到的 
还是向世，很明显，在取定基底之后1向世的相加恰好是其分世分別相 
加；向 M 乘以实数是其分世分别乘以该实数 y 若设1 AU = 

(u 1 : 尨 2 , u 3 )j 则 

v + u =(v\v 2 ,v^) 4- ( uVa ' u 3 ) = (d 十 U ' l ? + u 3 ). 

^ . v —A ^ (-u 1 : V 2 , u 3 ) = (At? 1 , Au' 2 , At 1 % A e IR, 

4. 三维向 V : 空间中任意两个向 lit I u 可以作数积（也称为内 
租，或点乘 )， 记为 v %结果是如下的一个实数： 

u ■ tt = |^| ^ |^£! u ). 











因此 


第一幸向 t 代数茇 


l v \ = / t ? - E? f cosZ ( v ^) = V 

M ■ M 

向 4t v 和 u 彼此©直的充分必要条件是 tJ ■ ii = o. 向 U 的内积对毎 
一个因子都是线性的 . 

如果基底 { e lt e £) e 3 } 是由三个彼此垂直的单位向狱组成的，卿 
两个向 M 的内积恰奸 fi 它们的对应分 M 的乘积之和 

WV ”- = v l y } + v 2 u 2 + v \^. 

此时 



cosZ ( u s u ) 


+ V 2 U 2 + 

W 尸 + ( V ) 2 + vV 尸 + (V F + (，)， 


5 , 三维向 M 空间中任意两个向 M a u 可以作向 ti 积（世称为外 
积，或叉乘)，记为 V X U , 结果是一个向 M， 它的长度是 


■V X U] — [^t - |u[sin^(-u,tt) T 

它的方向与向 W 都垂直，井且这三个向址成右手 

系.很明显 ■ \V x u| 恰奸是向 U 和 U 所张的 f- 行四边形的断程， 
因此，向”和 M 彼此平行的充分必要条件是 v X 11 = 0. 向 i. [- 的外 
积对每一个因于都是线性的 + 

如果基底 { Q , e s : e 3 } 由三个彼此垂直的、片■且成右手系的单位 
向 1 卜 t 粗成，则两个向"?钦幻= ( u 1 W ) 和 u ; W 3 b 3 ) 的外积是 



向 W 的外积没有结合律，但是它们适合 f 列公式: 


(a x 6) X e = (a - c)fe — (b c)a 



琨合积 ^ 议）的几何意义是三个向 M w w 功所张的平行六面体的 
有向体积，因此，三个向址线性相哭的充分必要条件是它们 
的混合积为零， 馄合积 对每一个因子都是线性的，很明显， 


也就是 


( -Ei X V 


) 


(w X u) - V 


(■u X V)} 


Iti 






如果基底 e 3 ) 由三个彼此垂直的、并且成右肀系的申位 
向 M 组成，则向 M v ; (V Wh = ( v 1 ，和让，= (< 出 2 3 w ) 
的混合积是 


T 一无向 _M 函数是指从幵 IS： 间 （aj) 到 R 3 的一个映射= 
〔1； 1 0 2 他1叩))，其中 ^ L (0i'^(*)-^ 3 (0 是定义在 (M) 上的函数.如 
果分坩函数 V(t)、u 2 (i) T P[f) 都是连 续的， 则称向 M 函数冲）是连续 
的; 如果分 M 函数 ⑴ 〆 (t) 部是 r 次连续可微的> 则称向量函 
数 <0逛 r 次连续可微的.同样，如果分 i_it 函数 v ^ tivHtiv ^ t ) U 
是可积的，则称向址函数 v ⑷是可 积的1向 yt 函数 的导_恰好 

是它的分量的导数构成的向董函数 v w = 

S. 函数的导微法则对于向 tt 函数也是适用的. 例如： 


⑽ h y(m r - n f m + / ⑴ , (mvm f = row + m^m 



4 第一幸 向量代數笈习 

对于向 M 函数的数 M 积.向量积和混合积的导微法 则相当 千函数乘积 
的导微法则，即 

( n (t) - =u f (t) - v(t) + u(t) - 
(^( i ) x v{t)Y = u '( i ) x y ( i ) + t*(£) x v f (t), 

( u ( t } t v ( t % w ( t)Y = W ). t 3( t ), w { t }) + v J ( t ^ w { t )) 

+ (尨 ( t ) 坤 W 〔 t )), 

多元函数的导微法则是类似的. 

&■ 在於中取定不共面的4个点，把其中一点记作0,把另外 
3点分别记为 A , B , C , 这样得到的由一点 O 和3个不共而的向1± 
3 X 5^, 記构成的图形 { O . OA . OB ^ dc } 称为於中的一个标架 ， 
其中点0称为该标架的原点. 

设是 E 3 的一个标架 ， 并且 d A 是彼此垂直的、构 
成右手系的3个单位向逛，于是 

t ■ I = j j — . fc = 1 ^ ij . k = j-k = U , 

并且 

i x j = k , j x k i , k x i = j . 

这样的标架称为右手单位正交标架，简称为正交标架，由正交标架给 
出的坐标系称为笛卡儿直角坐标系. 

10。设 j } 是 P 的一个右手单位正交标架，则其余的右 
手单位正交标架 { p ; eil e 2 ， e 2 } 是由 

Op = a-\i a 2 j + o , 3 h . 

^ ^ a n i + a i2 j + a r ik, 

^ + + a 2 jk , 

+«32 J + ^-33^ 


给出的，其中系数矩阵 



a!] 

oaa 

^L3 

^21 

022 

。23 






是其行列式为1的正交矩阵> 


§1.2 例题详解 

例麵 1,1 巳知卜| = 3, | fc | =% = tt / C , 求: ia + 26和 

2 a -5 b 的内积和夹角. 

解 根据内积的适算 法则，我们有 

|3 o 4 - 2 b \ 2 =(3 a - h 2 d ) (3 a + 26) 

^ 9 \ a \ 2 ^- 12 a &+ 4|^| 2 - 97 + 

\2 a - Sb | 2 =(2 a — 5&) ■ (2 a ™ 圳 

= 4 [ a | 2 ™ 20 a ^ + 25 | 6| 2 = 136 - 60 \^ 3 , 

同理，所求的两个向世的内积是 


_此 


(3 a + 2 b ) (2 a ^ 5 b ) 

=6! a | 2 - llab - 10|6| 2 ; 14 - 33 Vi , 


cos Z (3 a + 2 b ,2 a = 


(3 a + 26) * (2 a -56} 

十 2 b ||2 a _5 fc | 


14 - 33 y ^ _ 

(町 + 36 Vl)(l 邪 _60 v ^) 


- -0-6036431, 


所以 Z (3 a + 26,2 a - gfc ) = 127.13°. 
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例题 L 2 证明 ； 双重叉积公式 

(a x fe ) x c = (a ‘ c)b — (b ‘ 

证明本题的公式很重要，在本课程中常要用到，.传统的证明是 
借助于坐标进行计算，我们在这里采用更加 直观的 做法.如果向量 a 
和&共线，_公式 f | 然是成立的.现在假定向 M a 和&不共线，听 
以 a x & _ G . 由定裳稱知向量 [ axb ) xc 垂直于向量 « x 6 5 它落在 
H ax b 通肓的线性子空间内； 而向 M a 和 b 构成与 axb 亟莨的线 
性子空间的基底 5 因此可以假设 

(a x x c = Aa 4 -咖 

但是左端向最 (ax b ) ^ c 与向 M c 是垂直的，在上式两边点乘向摄 
c 便得到 

0 = A(d c ) + 卩 c )， ^ a 

a * c a - c 

这样所假定的式子成为 

(a x b ) x c = Q!((fc - e)a - (a - e ) b) t 

其中 o 足待定的系 St 而且它是对任意的向 M H C 都普适的系数< 
实际上 * 如果我们取右手单位正交基底 { eii e 2l 假设 

3 3 3 

j=tl k=l 

代入上面的式子得到 

3 3 3 

X e J〕 X ^ 

b ] j=l fc=l 
3 3 3 

= ZTIZ ^ - e k ) e t -{ei efcjej ), 

i;l J = I k=l 


g ].2 例韪详解 7 

, 11 _ 

由 于左、 荇两边畏汐的齐次多项式，因此要这两个齐次多项式 
相等必须是它们的系数对应相等 * 叩 

( e < X 6 j ) x ejt — at((ej ■ e^)ei - ( e ^ - 1 < i 3 j / T l : < 3, 

很明显 ， 3 互不相同，或 ’ i = j 时， 上式两边都迠零*所以求 

O 的值只要考察 m 、 fL & =; 或 a = i 的情形就可以了‘取 
i = j = 2, 灸 =1, 则得 

(fi! X c 2 ) x e L ^ c-2. & ((e^ - ei)ei — (e^ * e L )e 2 ) ; 

两边相对照得到 a = -1. 若取 k $ 2, 仍有 a . = - L 阵取 f = 
Ik ; 2 或 k ; 3, 以及取 i - 3 j = ht = 3 或 = 1，得到的仍然是 
^--1. 所以 

(tt x b) x c ~ -((& ， c)a - (a ， c)t) ^ (a * c)b - {b - c)a. 

例题 1.3 设 a 和 & 都是非零向 14, 丘 a 4 = IX 设 u 迠任意给 
定的实数，求向 M z 使得 b x x ^ a , b * x = a . 

m 注意到 a 和 & 是互相垂直的非岑向 〗 it 所以 ib,nx b 构 
成一个基底 3 因此可以假设所求的向世 3 表示成 

x = Aa - i - fib -h j/(a X b ), 

其中 A # 〆 定的系数 + 用向 M & 点乘上式两边得到 

a 

a = 6 ■ a ? = A(ft ^ g ) + (a x 6) ^ ^ = 硬- 

再用向 M & 叉乘该式两边得到 

ti =fc x a: — A(& >< u) -b i^b x (ct x b) 
x a} + t/((6 * b)a - (b * a)6) 

= X(b X a ) + if \ b \ 2 a . 


向 f 代 數芨习 


因此对照等式的两边得到 

A ~ 0, ^ ^ 

5 \ b \^' 

所求的向 tt 是 

X ^ w b ^ w (axb) - 

注记 _ 本题的要点是先找出基底，然后将所求的向量用基底向盘 
线性地表示出来， 于是问题就化为求表达式的各个系数. 这神做法在 
做几何题时是十分普遍的 H 

例题 1 ， 4 设沁 X㈠ C _ 0 , 并盅 a 5 c =(], 求 z 使得 
x a = o^i x x b = Cr 

解沿用上一题的 做法. 条件 （aX :一 (] 说明向 & ^线 
性无关 * 于是它们枸成--个基底， H 此所求 向址; c 可以表示为 

a : — Aa 4 - lib 4 - vc . 

用向 tt a 点乘上式两边得到 

d = a- a:^A|a^-f- - 6) -\-u[a - e), 

用向 M ^ 叉乘该式两迪得到 

c = 2 x 办 ； x 6) + y( c x &)* 

用向量 c 点乘上式两边得到 

| cj 2 = A(a x b ) • c == A ( a T b , c) T A — — ! c l 

( tt j c j 

再用向世 a 点乘前式两边得到 

a*c = i/a (e x t) =- 咖， &〆)v 

(a, D 


§L2 例题详醉 


^ \,y 的值代入 a 的式子得到 



kPkl 2 
t a ^ ： c ) 


+ / i(a - - 


(q : gii 
(«= k ) 


因此利用 a b ^0 时条件得到 

a ja) 2 jc 卩 sin 2 Z(a, c) _ a _ — jo- x cf 

"二 {a bf(a. b f c} _ o k & (a- b^a.h, c) 


所求的向 M z 足 


( a . M ) 


c\ 2 a 


a[a' b,c) [a X cp 

u - b 


b — _ 〔 g 『 c)c 


注记条件 * C = 0 是本题有解所蕴含的必要条件， 

例题 1.3 设 （a x fc) ► c # 0, 求向 H z 使得 a ■ a = % ® ■ & =仏 
a : ■ c = 7 ， 

m 直接计算得到 


(b x c,c^< a,a x b) = [(i? x c) x (c x a)) ^ [a x b) 

=((b ， （c x a))c — (c ■ (c x a))b) - (a ^ b) = [a,, b y c\ 2 ^ 0, 

由此可见 > 向以 6 x e, c X a ， a x i/Jfi ： 线性无 关的 * 它 1H 构 Ut —个猫 
底.故可设 

x = X(b x c) + /i(c x a) -f x 6). 


分别用向 g A h C 去点乘上式得到 


A (6 X c ). a = sc a = tv , 

x a ) ^ — ic 1 & = , i 3 i 

i>(a x b) • c - x - c ^ ^s, 


a 

(a, c) 

( a f b ， c ) 
7 


因此所求的向 iiU 玷 


ai - —~ T (a{fr x c) + f){c X o) +7((£ x &))- 
& T c ) 
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注记解本题时，如杲取向诂作为基底，则求解过程将会 
变得比较复杂，由此可见选择适当的基底 是十分 ffi 要的.设 

a; = Aq + pb + i/c, 

分别用向 M Mj : c 去点乘上式得到 

a — X\a\ 2 + ^(6 < a) + u{c * a), 

(3 =2 ： ■ ft = A( a ■ t) + ■ 6), 

7 —^ * c = A (& ► c) +/a( & * c) 4 - i/|c| 2 , 

于是问题化为解线性方程组 

f a rl b a c ■ a \ ( ^ \ ( a \ 

a ■ i ,b 2 c ' b _ n = 0 , 

{ a-c be |cj 2 ) \u j \l J 

注意到系数矩阵的行列式 


故它有逆矩阵 


Ifll 2 

b ^ a 

€ - i 

a • h 

l^l 2 

C • 

a ' c 

6 - c 

|c| : 

w 2 

b - a 

c a 

a - b 

W 2 

c - b 

a - c 

fc - c 

k| 2 


(a, b t e) 2 ^ 0, 


]& x cp 

(b x c) ■ {c x a) 


(& x c) ■ (c x a) 
|c x a\ 2 


( a , b , c ) 2 

{l> x c) (a x b) 
(axb)^(cx a) 

I a x h\^ 


\ x c) (a Kb) (a x b) ^ [c x a) |a >c b| 3 J 
故所求向址的分解式的系数是 

入 = (a,M)2 ( 啦 x cl 2 + 饵 6 x c) • (e x a) +，{b x c) ■ (a x b)) 


gi .2 倒题详軾 11 


~~ ^ - (a (b ^ c ) - (c x o ) + , i?|c x a \ 2 + 咖 x b) ■ [c x a )) , 

( a 5 fc，e 广 

= 7 — r [a{b x c }- (a x fr ) + 0{a x fc) ■ (c x a ) + 7 ^ x ^) - 

把上 W 所得的 入 w 代入 Z 的表达式，便得到前面所得的解 ■ - if 实 
上，用上面同祥的做法容恩得到 

b X C = — \ — T(\b X cf a + (d X c ) ■ (c x a)b {b x g ) - (a x b ) c) t 
{a, b,c) 

c x a=~, ~ - ~ r({b x c} (c x a)a^-\c x afb 十 （ax h} ^ (c X a)c), 
(a. h,c) 

axb ^ 」一 r 〔(b x c)- (a x b)a + (& x 6 ) ■ {c x a)b + g x b\ 2 c), 
(u 彳： c) 

因此 

x = Xa + ^b^i^c= 7 ~^-(a (& x c) + ,8(c x a) 4 7( & ^ ^))- 

(W ej 

例题 1,6 设 a ⑷是一个处处非零的至少二阶连续可微的向函 
数，则 （1) 向垴函数 a ⑷ 的长 度是常数当 fL 仅当 ^(0 - _) =0- 

(2) 向 tt 函数任 ( S ) 的方向不变当且仅当 ^( t ) x a ( t ) = 0, 

( 3 ) 如果向 M 函数 a W 与某一个固定的方向垂直,那么 (, a ' C^i 
= 0 . 反过来，如果上式成立> 并 fl . 处处有 ^⑷ x / 0 :那 

么向 M 函数 a ⑴必定与某一个固定的方向亟直- 
证明 （1) 因为 

所以 \ a { t )\ 2 是常数,当且仅当乂⑴ - 三0， 

(2) 如果向狱函数 a ( i ) 的方向不变，则有一个固定的单位向世 h 
使得向 M 函数 a ⑽能够写成 o ( t ) = /( t ) ■ 其中了(0=4*}4 是处 

处非零的连续可微函数^因此 


a f {t] = f (i) * b T a J (i) x a(0 = 0 
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反过来】设 a J ( t ) x a { t ) 主0,命咐= a ( t )/| a 亂 Jft ( t)j = L 我们 
要证明 & ⑷是常向 tt 函数< 因为的校度是1,故由 {1) 可矢 U 
£/( i ) ■ &( i ) 三0,即；/⑷』 a ( t ) 三 0. 由吨）的定义得知 

其中/⑷=_)|处处不为零，故 

n v ( t ) x a ( t ) = x a ⑴ = 0, 

因此 & 制 x a ㈤ = 0, 即作〕 与 a ( t ) 共线，假设 

由 于以⑴ +冲>三0,故 

(/⑴ ■ a(f) = A(£)a{t) - a(t) = A{t}/ 2 (t) - 0 f 
于是 A (亡 ） s G r 即 

故蝴是常向 tt , 所以向 ii 函数 < t ) 的方向不变> 

(3) 设有单位常向世 h 使得 a ⑻ 6 = 0. 对此式求导数得到 

^(0 ^ = 0, ^( t ) ■ & - 0, 

因此向魅 a ( 0 (£), a "( t } 都落在与&垂直的二维线性子空间内，即 
对于任意的 t , 向世 a " ⑻是共面的，于是 

反过来 3 假定上面的式子成立 3 则 


[a{t) x - a w (i) = 0 + 


| L 2 倒題详解 13 


S 经假设^ a # 0 ,于是可以命 

b [ t )^ a f ( t ) x a [ t ). 


6'( i ) ^ a if ( t ) x a ( t ). 


因而 


b { t ) x b \ t ) = & (0 x a { t )) 

— a(t))a"(i) — [6(t) p a" ⑴ ) a ⑴ 
=( u 〔 t )， a ’( t ), ( t ))&(£) = 0, 


根据 （2), 向请函数 b ( i ) 有确定的方向■命 W 
单位常向 M , 并且 


吣 )/ l &( t )|, 则 ％ 是 




证毕. 



第二章曲线论 


§2-1 要点和公式 


I . 在 ffi 线的微分几何理论中，我们关注的主要是三维欧氏空间 
妒中 阱线的 理论，至于 T - 面曲线，可以看成锃挠率恒等于枣的空间曲 
线， 因而关于空间曲线的理论仍然适用于平面 曲线， 对 F 三维欧氏空 
间舻中的正则曲线 C ： r = r ( t ) 5 a < t < b , 由于 r f [ t ) f 0, 所以可以 
引进新参数+使得 

s — ^{£} = I |r J (f)|dt. 

Jn 

该参数 s 称为曲线 C 的弧诠 参数， 正则 ffi 线 C：r = r { t ) 的参数 t 为 
弧长参数的持征是 1^(01^ 1. 在作空间曲线的理论研究时、假定它的 
参数方程以弧 K 为参数是比较方便的 3 相应的公式比较简单；但是在 
对空间曲线的参数方程 r = r(t) 进行具体的计 Tf: 时，其参数 f 未必菇 
弧长 参数， 所以我们需要采 ffl 甜线在 - 般参数表示时的相应公式.这 
在做关于空间曲线的习题时特别要注意的问题> 

2^关于空间 W 线的 理论， 最重要的是沿曲线 r = r ( i > 定义的 
Ficaet 标架和 Frenct 公式（即 FVcmet . 标架的原点和各个 
标架向■关于弧长参数的导数公式).在 Frenet 公式中包含了空间曲 
线的全部信息.假定空间曲线 C 的参数方程是 r = r (,). 其中 s 显弧 
长参数，则它的单位切向14是 


ot(d = r'Cs), 


它的曲率是 


k(s) = |a_(s)| = Ir^fs)：. 


当曲线的曲率 M>) — 0时.它的主法向 M 是 




Rwl 


二 

IK 
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于是曲线的次法向 tt 是 

曲线的挠率是 

r i s ) = — 7 » ■ 0(s). 
这样，曲线的 FVenet 公式是 


r f (s) = 

吻 h 


ac» = 



昨 )= 

— K(s)ct(s) 

+T ( 咖 ㈣ 

y(^) = 


-r(s)P(s). 


在 H 公式时，必须注意上面各式左边的导数部是关于弧校参数 

s 的导数.如果采用的是 rtlj 线 的一般 参数，则公式应该做相应的变通. 

1在曲线的一般参数下，设 Ifjj 线的参数方程是 r = t ⑻, 则它的 
单位切向世是 

a ( t )^ 

w i，r 

假定曲线的弧长参数是 A 则 〆 ⑷ = I〆 ⑴ I :所以 




因此 


'" C 0 印） 十吨 KW 


Mr 


r! W x x 0 (t) = /c( 0 (^(t)f 7 (t). 
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再利用 Frenet 公式得到 

r(t) -- 卜⑽芸 ) ■ 卵卜 - W 則 
_ ( 〆 ⑷，⑴, 

"" lr ^) x〆 着、 

此时，单位切向跫、主法向 M 和次法向遮的导数是 

cr^O : 竿， s ， (t) ; 

US 

J 3 f ( t ) ;学 . 卜-蝴 + r ( i ) s '( t )7(4 

as 

Y(t) 二尝，作） = -啦 ，⑴则 ， 

4. 空间曲线的曲 率 « 按率丁(>)和弧丧参数 s 一起构成了完 
全的 不变址 系统.具体地说，如果两条空间 rlii 线都以弧校$为参数，并 
R 它们有相同的曲率 和挠率 丁 ⑷，则在外围的三维欧氏空间的一 
个刚体运动下可以使这两条曲线重合在一起.另外，如果给定了两个 
连续可微函数其中> 0 5 则在三维欧氏空间中存在-条 
空间曲线，它以$为弧长参数，以 *) 为曲率，以小 ） 为挠率,并且这 
样的曲线的形状是完全确定的，至多差 ffl 线在空间中的位不同，上 
面的锆论称为空间曲线的基本定1在给 定曲率 和娜 t ⑻求 
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§2.1 要克和公式 19 


曲线时， nenet， 公式成为求曲线的微分方程组.此时，向位7\0及 7 
被#成是未知 M [因而是I 2 个米知函数; K 在适$的初始条件下（藓求 
o:A 7 的初始值是成右手系的、彼此正交的单位向此):该微分方程组 

的解小 ) 恰好是满足要求的正则空间曲线，而啦刚, 7 (为构成 
沿曲线的 Prenet 标架场. 


」■ 两条相交的批线在文点附近的接近程度是用所谞的切 M 阶来 
刻画的，设曲线 A 和 q 相交于点％在 c L 和 q 上各取一点 P1 和 

使得曲线 C ! 在点洲和之间的弧长 M Ay C 2 在点 PD 和的之 
间的弧长也是 若有正整数 n 使得 




0， 


则称曲线 C! 和 C 2 在交点 j?o 处有 n 阶切触， 

容易证明：设曲线 nW 和 O ⑷都以 s 为它们的孤长参数， J1 
■n (邱）= r 2 (s 0 ) T 则它们在 s = s n 处有 fi 阶切触的充分必要条件是 

r \ il M = 老 1 vi < i < n ； 々州㈤— 々 +i ) (扣)+ 

若一条曲线 C 和一个 Flh 面 E 相交， 同样能够用切触阶来刻両曲 
线和曲 W 的接近程度，设交点 是如. 在_线 C* 上取-点 Pl , 把曲线 C 
上从点 如到点 的弧长记为 As, 把点 R 到曲面 >的距离最近的点 


记为若有正整数 n 使得 


- 


0 . 


Hm 


# 0= 


则称线 C 和曲面 S 在交点内 处有 n 阶切触， 

&平酣曲线可以肴作空间_线的特例，即它是挠率怄等于寧的空 
间曲线.空间曲线的求曲率的公式照 If ■适用于平面 ft 线.但是，就平 
面曲线而言，其特殊性在干 T - 面本身是有定向的 3 因此将它的单位切 ' 
向 M 绕 IF - 向锭转,便得到曲线在下■面中的法向地这个向 M 退唯 一 -j 
确定的.设平面 [ Si 线 C 的参数方程是=(盂 ( s ) f y ⑻),其中 s 是弧_ 


氏参数，则它的单位切向世是 

cx ( a ) = r f { s ) = (^( s ) f ^( s )), 

绕正向旋 转⑽。 得到的法向 tt 是 

= (— j / ⑷， acK ). 

千是得到曲线的相对曲率 ® 

〜=以 ㈤ - /3( s ) = ^( s )^( s ) - V ( s »), 

相对_率〜与曲率 K 的关系是IV = 正号表示曲线的主法向量 

是前而 给出的 曲线朝；3⑷ 所指方 向弯曲 i 负号表示曲线的主法 
向公是 -P(s) t 即曲线朝 y3 ⑷所指的相反方向弯亂 

若平面曲线 C 的参数方程是 r = ( x { t ). ym 其中 i 不是孤长翥 
数，则它的相对曲率是 

^ = 作) 

7,对于乎面曲线，如果假定 

ot [ s ) = (^(^ J ^( s )} = (cos 沒 { s)，dn 沒(5))， 

其中沒 0) 是切向摄 a ⑷和 r 轴正向的夹角，贝!） 

a f [ s ) = {^( s ) l y :, { s )) = {- fflnS ( s ), cqsi (^)) #( s ) = O f ( s ) P [ s ). 

由此可见 ， f ⑷，这就咻常直观地说明了相 对曲率 的几何意 
义，即相对曲率〜是曲线切向14的方向角关千弧长的变化率 ■ 

如果已知平面曲线的相对曲率♦>，其中 S 是曲线的弧长 参数, 

则 r 

叫） -0 Q - k - > c ( s ) cls 3 

因此 

_) =^4 - j cos ^(5) ds , y ( s ) — vq + I sini ? ⑷ d . s . 

/ ^ ^ s Q 
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§2.2 例题详解 


例题2,1求 一 个动点在绕轴作 半怪为 G > 0的勾速圆阔运动 
的同时 ， 沿&轴方向作匀速直线运动所描出的轨迹， 

解这是一个合成运动 * 绕 心轴 作半®为 a 的"沟速圆周运动是 
沿^轴方向的匀速直线运动是 （ o 3 a 0,所以 

它们的合成是 

r(i) = ( a aJ S f ， &sinf T 0) + (0AM〕= (acosS ， cishiU0. 

这是一 •条 M 螺旋线.由于 

r f ( t ) = C ^ siui ^ cosf ^}, \ r f ( t )\ 2 ^ a 2 ^ t ^> 0 , 

所以这是一条正则参数曲线 - 

例题 2.2 求曲线 

( x 2 + y 2 ~^ z2 z — 

\ ! 2 +,=工 

的参数方程. 

解曲线通常表现为两个 ® 面的交线’但是要进行微分几何的研 
究，将曲线用参数方程表示比较方便 ， 最一般的方法是把两个曲面的 
方程联立 、 解出其中两个坐标为第二个坐你的跑数，然后可以把第三 
个坐标作为曲线的参数.例如 3 从曲面的方程解出 v = yW , :=办)， 
则该曲线的参数方程是 

r ㈣㈤ ，名(琳 

从本題的两个方程得到 

p =卜义 / = e < 
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所 以读交 线的参数方程提 


( $, Vl - x ) 


3 e 知曲而本身可以用参数方程表示时，求曲面上的曲线时只要 
求出甜面的两个参数之间所满足的关系式■例如本题第二个曲面的 

方程 

ffi 2 + y 2 =冗 


可以改写成 


☆切 2 


这是一-个圆柱面，因此它的参数方程袋 


x = - - OOSU, V = T z = v - 

2 ^ 2 


它和球面 p 十 ?/ 2 — s 2 = 1 的.交线应该满足方程 


- + -■ co^u\ + I-shnil + v = I, 


展开之后得到 


(1 - cosu) ^ sin 2 v = sin 


所以交线的参数方程是 


+ co&u smu , u 

--1 - sin = 

2 2 2 


(cos 2 i, sin t wst 7 sin t), 


其中 u = 2 t . 

例题 2 证明；曲线 P = 如的切向 M 和某个固定的 

方向成定角> 确定这个固定的方向和该角的大小 ■ 

证明其切向 M 和某个固定方向成定角的空间曲线称为定倾曲 
线,实际上町以证明 ： 定倾曲线的特征是它的挠率和曲率之比是常数 
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渗看习醒 2 .34).所以 > 只要计算该曲线的挠率和曲率就行了.在这 
里，我们采取直接的证法. 

已知曲线的参数方程是 


r = [ t 


2 x 3 


1 W 7 ' 


只要证明它的单位切向 irt 和一个常 I 句:的内积是常数.读 I 祀线的切向 
是 

. / 2a ： 2;^\ 


因此 I〆⑻I -1 + ^-.： 设有非零常向 M it ( a ^ c ) 使得 


”如） 

IK 


const . 


叩存在常数 A 使得 


, 2 x 2 x 2 { 2 a ? 3 

a + & — T + c 叫 L 


成为恒等式*比较两边的系数得到 


a = & = 0, c = A. 

因此，该曲线的切向量与(令 0| 穿)成定角，夹角的 

余弦是故夹角是兀/4. 

如 杲曲线 的单位切向 M 和一个常向 M 的内积的表达式比较 复杂， 
则可以将该表达式对曲线的参数 求导， 让它恒等于零，求解 u 3 t :. 

例题 2 .4 求圆嫌旋线 r = (acos^asint, 的曲率、烧率和它的 
Frcnet 标架，其中是常数，且 a >(). 
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解对圆螺旋线的参数方程求导数得到 

r \ t .) = [- asitU ^^ os ^ ti ), 

= (- ac：osi t . (1), 

r f [ i } x T /f (0 = (a6sin ^ —nb tesla'), 
r ftf ( i ) = ( flsinC T — aco .^^ O )., 


ftH ■- | rX 0| 2 - + ^ 未必是 1. 所以我们采用在一般#馼 _ 

魏 

| r j ( t } x r Jf [ t )\ _ a 

_ — "kW — _ aW 2 , 

^ a^h = b 

~ ] r ^( i ) x r ^( i ), 2 a 2 ^ + a d1 Q 2 + b 2 


t 般参数下的公式, 


并且 

01:0 =黑 


7(0- 


〆 【、.！ X〆 ⑴ 


|r 卞） x \ _(_ 5 H 2 

_ _ 7 ( f ) x ait ) = (- cost . - sin ^. O ) 


: (TpW - V 7 ^^) ' 


因为 


I〆 ⑴ I = \/a 2 十 f ，; ， 


\ Ja 2 -\- h ' 2 


观便得到诙戚嫘旋线以弧长 $ 为参数 的参数方程是 

{ $ s bs 

r= vV 十？ 7 ^W 


例题 2.5 求[«|线 C 


； C 2 + y 2 + 2 2 = 1 h 

£ 2 = x 


在 (0,0“) 处的曲率&挠率 r 和 Fronct 标架. 
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解这是例题 2 . 2 考虑过的曲线，解此题的方法有两种.一种方 
法是把该曲线在点 （0，GJO 的邻域内的部分用参数方程表示出来 ，然 
后按 M 例题24的办法进行计但是，有时候用参数方程表示两个 
曲面的交线比较复杂，渉及解函数方程.因此，我们在此介绍第二种 
方法 . 

假 定曲线 的参数方程是 

r ( s ) = ㈣ 办咖)，咖), 

K 中 s 是弧长参数,并且 s = o 对应于点 （o,o:i). 因此，函数冷)， 咖)， 
«潢足下列方程组 

r x 2 ( s ) + y 2 (/J + z 2 ( s ) = 1, 

^ E 2 (3) + - 2：( fi ) = 0, 

L (y (S)〕 2 + W ( s )} 2 + { z J ( s }) 2 ^ 1. 

将上式中的前两式关于 6 求导得到 

f ^ y ( s ) y J ( s ) + z ( s )^{ s ) = 0 S 

1 2x(s)x» + 2y(3)y f (s) - ^(s) = 0 5 

再令 5 = 0 得到 ^(0) = 0 f ， = 0 ,故 _)f = L 不妨取 ? /{0) - I t 

则 

a ( 0 ) = r f ( 0 ) = ( 0 t l , 0 ), 

将前 面一阶导数的三个式子关于 s 再次求导得到 
| ^ / ( s ) x f / ( s )^ y f ( s ) y ft ( s ) + 和0， 

<咖翊+ _州七 咖作)= — 1, 

、 ♦») 十咖 V㈤ + 4-〔外)) 2 = 

令方= G 得到 ^(0) = 0, ，⑼ = -1 T x w (0) = 2, ip 


^{0) = (2,0,-1). 
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■ ■ ~ 

将前面二阶导数的三个式子关干 s 再次求导得到 

x '( s ) s ： f ,/ ( s ) -h y ’ WW (及）+ ^ is ) z f / r ( s ) 4 - \ r f, (&) {- = 0, 

^ 3 ： (s)x tff [s) + y(sH 甚)十 ^ 0, 

z { sW ) 十 +3^〔 s ») + 3 〆 (咖 "0)= 壶 VW - 

令 s = 0】将二阶以下的导数值代人得到 y fti ( 0 ) = - B , ，⑼ = G , 
X , rt (0) - 0, sp 

，⑼ = (0,-5 f 0). 

由已知公式得知 



7( G ) = o (0) x 別0)= 



I 


r ⑼ 


—pfO) x r^( 0)| 2 



请读者 f :】 己用例题 2 . 2 给出的参数方程进行计算，验证上面的 
结果. 

例题2,6 已知 C : r = r { s ) 是 ；■ ■■条 正则参数曲线，^是它的弧 
长 参数， 其曲率 k ( s ) > 0和挠率 r ㈤： > 0 f { r { s ); a ( s ), p ( s % y (&)} ^ 
沿曲线 C 的 Frenet 标架场，作一条新的曲线& 


ris ) = 



/3[ s ) ds , 


求曲钱亡的曲率烧率^和标架场 {—( 斗 d ( s ), 月(斗 5〔 s)L 


解求 —(4 关于*的导数得到 


r '( s ) = f 3 ( s ), [ r '(5)|. = \ P {$)\ — t , 
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故 S 品曲线6的弧长参数 T Ot(s) = /?(£). 对 前面的 式子再次求导 
得到 

《 ㈤= — ， n(s)a(s) + r(s)y(s) t 
所以 k ⑷；⑷ | = 并且 

_ = - 7^Mrm a(s} + v^mw^ s) ' ' 


别 = 咐 x _= 7^ mm ais)+ 


K(S) 


因此 


叫 = -^)- 0 ( s ) = 生 d 一 

^{s} + T 2 [s) 


注记…般来 说，〃 未必蓝新 dtr 线6的孤长参数 3 但是对于本题 
的6恰好有 | r ( s )| = 1，故 s 是新曲线 C 的孤长參数，这使得后面的 
计算变得简单了. 

例题义 7 在上面倒题尖于曲线 C 的假设下，求它的切线的球面 

标 m o : 

r(s) o [⑷ 

的曲率 S 、烧率 f 和 Ftenet 标 架场. 

解求关于 s 的导数得到 


知卜 乂⑷= k ( s ) j 3( sI . 


所以 


\^(^)\ = k(s}. 


由此可见 K 未必婭曲线 C 的弧长参数，因此我们耑要用曲线在一般 
参数下的计算公式.对前面的式子接连求导得到 


士、= —^ Mct ( s ) -h K f (^)/3( s ) + K ( S ) T ( syY ( S) t 
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r itf (s) = —3k(5)k»(5) + (k"(s) — k 3 (s) — ^(5)r 2 (s))j3(s) 

+ (2V 〔 s) 小 ) + «(s))7(s), 

W{s) x r^s) = k 2 {s)t(s)oi(s) + ^(5)7(5). 


于是 


啡） 


子 00 


\r f U) X yfWTT 1 

~ WW ~ ; ~ ， 

f "( s ), r f > f { s )) KT f — K r T 


㈤ ⑷ x r ft (s)\- 


K[t > 2 + r 2 ) 


曲线亡的单位切向堡 ％ 次法向 量和主 法向世分别是 


作） 


刚. 


r f (s) x r ,f (s) 
训 - I〆 ㈤ W ⑻ I 

0{s) = 7 {>) x df^-}= 




+ r 2 


7 C^)i 


f K 2 + r 2 




+ r j 


:7( 斗 


例题 IS 证明： 转一条止则曲线 在各点的切线都 经过一个固定 
点，则它必定是一条直线* ' 

证明做几何题要有空间想象能力.首先要把题设条件转化为方 
程式*微分几何学以微分为主要工具，因此见到公式就求导，在求导 
后, 爾要 观察所得式子的几何含义，得出必要的结论，或再次求导」 
设 C T 遐一条正则曲线，其参数方程是 r = ris ), S 是弧长#数.它在 
^处的切线方程是 

r — r(^j) + At 〆 (5 )， 

其中 A 是切线上的参数，现在假定曲线 f ： 的切线都经过一个固定点， 
f 是有函数 A ⑷使得 


r(s) + X(s)r f [s ) 二 Ti), 


sa 




这里 r c 表示固定点的位麗向姑（上面的假定逄把题设条件转化为方 
程式的关键步骤).将上式对 s 求导得到 

(1 + A'(sW(s) + X(i)r w (ff3 — 0, 


(1 + V(5))OJ(S) + 入 ( 咖 (5)0($) = 0, I 

因为 a 5 /3 的线性无关性，故有 

= -1 3 A(s)k(j) = 0, 

W <3) = 0,所以 C 是直线. 

例埋2,9设曲线 r = r ⑷的曲率 k ⑷和挠率 T ⑻都不为零, 
s 是弧长参数+如果该曲线落在一个球而上，则它的曲率和挠率必满 
足关系式 

(忐 Yd 忐去(忐 )) 2 = 常数 


证明假定曲线 r = r (幻落在一个球 面上， 该球面的球心是 r 0 , 
半径是办，则有关系式 

(r(^) - r c f = Rf } 

(这是用方程式表述题设条件).将上式两边对于 s 求导，得到 


- (^(^} ~ ro) — 0. 

这说明 r ( s ) - ^ 是曲线 的法向 M (这是关键的观察\不妨设 

r ( s ) - r 0 = A ㈤ 刚 + 


将上 式对亍 s 求导井且利用 Frenet 公式得到 

a(3) = - A(s)k ㈤ a ⑷ + (入» - ii ( s ) r [ s )) j 3 [ s ) 


+ ( 小} T ⑷ +/(喊)7(4, 


W .2 倒趨详解 2 B 


比较等式两边的系数得到 


X { s ) k [$) = -1, Y ( a ) = ii{s)r{B) f 〆(《) = 


于是 


A(s) —— 






也 = 一丄！ 

t ( s ) r ( s ) d.s \ k { s ) 


因此 


r{3) - r ° = -硕則 _ 他 


利 ffl 曲线在球面上的条件得到 


、咖 J \ r ( s ) \ k{$)JJ 

假定 r = r ⑷是以 s 为弧长#数的正则参数曲线， 
它的挠率不为#， 柑率 不是黹数，并且下面的关系式成立/ 


4) 


r ( s ) tls V « 


棟；常数, 


证明诙曲线落在一个球面上. 

证明这是上面一个例题的反命题1乍 ■# 起来，有点束手 无策- 
f 是先对已知关系式求导再说1由此得到 

丄 A f^L) + JL1 (A^)± (4^))=^ 

K{s)ds ) r(s) ds \tz(s)J d,? \ r ( s ) J J 

因为曲率不是常数，从上式得到 

r ⑷ .d/1 

从例题 2 . s 得知，如果曲线落在球面上，则球心的位向被应该是 

ro = r(s) + 去邱)+ ^ f)i (点 ) 7 ⑷ 
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现在把上式右端的向钺函数记为 c ⑷[送是关键的设想).并 J 1 将它对5 
求 导得到 

作) =«(,) + ^ dl _ + + T (物 )) 


ds \r(s) ds \k.(s) 
t ㈤ ,d / 1 d 

- - - 1 TWM . I a -- - - - 

n 、 s ) tU \ r { s ) dfy 


7(4 + -77 T 


研石 Ur 乃- r (_ ⑷) 


咖) 


7 ⑷ =l 


所以 C ( s ) = cc 是常向量.乎是 


r(5) - C0 = 卜 项石 (兩) 7 ⑷. 


r[s 


卜心(泰) +( 去 


i 4 = 常数， 


\^-)J \r(s)ds\K(s)JJ ^ 叫从 ' 

即 曲线小 ) 落在以〜为中心，以丑0为半径的球面上. 

例题 2A1 求曲率和挠率分别是常数/^ > 0^,,的曲线的参数 
方程. 

解 己知圆螺旋线 r = (floosi, asm^fe)^ > 0,6 是命 r 数）的曲率 
和挠率分别長常数 


= 


心+ P 


u 2 - \- 


取 a ， 6使⑸ 


d + E >2 a s + 6 £ = Qt 

也就是 

I ?b 

根据曲线论基本定理，曲率和挠率分别是常数 K C > 0，％ 的曲 线必定 
是圆螺旋线.如果不计位 re 的差异.则它的参数方程是 
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或者是 


^1 + ^(? 


«o + T o 




+ r o 


s 〗 u 〔 y^ + r( 〒 s) , 


' + 


~ - -Ka + T 7 . 
ds 1 <15 


其中$是弧拴参数. 

注记本题可以莨接求解微分方程组，根据曲线论基本定理的证 
乳.若已知 ^). r (^： 只要初始値 gq . Ai ^ o 是成冇手系的三个彼此 
E 交的準位向14■则由 Ftemt 公式 

心 — 1 ds ~ f l ⑽卜 7f tk P 

蚧出的微分方程组的解恰好是以为弧长为参数，以 <吨 T ( S ) 为曲率 
和挠率的正则参数曲线以及它的 Frcnet 际架场. 

现在假定 k ㈤ =叫 > 0, r ⑷= r D 4 0造常数.将第3个方程 W 
求 导得到 

^2" = + r d7 ； = —(4 + T iH 

这 * 以向 M 卢汝未知函数的常系数二阶微分方程，听以它的通鞒足 
0 = cos(y^K^T^)a + sin(y^ + 由}&， 

其中 A 6为任葸常向 W . 将的表达式代入第2个方程并积分得到 


, ^--― I sin ( J 4 + 命) a - v r cos ( ^4 + r^)b 

K U 十 T 0 V ^0 + r Q 


+ C , 


这里 C 为任盘常向毡.现在把4/3的表迖式 ( t 入第 H 个方程 _ Si 得到 




V '^0 + T o 


sint ^/^+ r ^ s ) a 




y ⑽ (\/*4 十制办 i ~ c - 




o 得到 
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解出常向量 He 得到 


a =礼， 


V 咭 +兮 
ro 2 . 


Q 0 + 


^D + T 0 «0 ^ ^0 


把〜 6 , t ? 的值代回 a ,^7 的表达式得到 

〜 — 十崤 _ K 0 . / 7 ^ 

a —" ^TW ^ — + V 此 

r ^'07o[l - COS{ \AJ + 命 ) ) 

+ ^~- 4 TW ―、 

_11{\/4+ 命 ） “ 

V K S 十兮 

7 ; — (1 - - 响 


^o cos C \/ ft o + T o 5 ) + ^ 

+ ^ -、 


u mjf 

\ A | +?r ^0 -'- r o . 


^ 0 = C - i ? ^ o ), 


副有 


O = 


\ 5 V«o + 7 n J V^o+^a/ ^ 

^0 ajl1 (V^Q +T|g) Kq COS( \/# + ☆) To 

V^o^ 7 i 5 V^+ T i? 1 \AS+ t J 」 


=I — cos 


(]/# + 制:- siu ( yV '§ + 命) 5 0) , 


Tp gj^^/ K^ + TqS) T E CQ5(^q + Tq S) Kq 

\/^0 + ^o 1 vk + r D ’ \/«0 + r 0 
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K.O £111(^ + rgg ), 





〆〔(}) = a 0 , r"(0) = k (0)/3 口 . 




例题 2.12 假定 C : t 二 r ( s > 是以 s 为弧长参数的正则参数® 
线，它的曲苹处处不为零，求与它在发=如处有最高切触阶的圆周 ■ 

解此题的关键在干如何表示三维欧氏空间中的圆同.假定固心 
时位 S 向 M 是 C , 半径是 兄 要写出它的参数方裎耑耍在它所在的平闹 
上取两个彼此正交 的笮位 向 U , 设为 h b , 此时诙 圆同的 参数方裎是 


f ( s ) ^ c \ R (咖 -^a 4- sin -^^ ? 


显然 s 是该圆周的弧长参数. 

为简单起见，设郎= 0,并且记曲线 C 在 该点的 Frenet 标架是 
{ rp ； Q 0) /3 0 f 7 a }： 曲率是叫桡率是 $对于与 S 知曲 线在攻= 0处相交 
的圆周，设圆心的位 K 向址是 C , 取中 f£=ko c \, 
&是与 a 正交的申 -位向 M . 因此该_庳6的参数方程是 


f'(.'j) = c -\- R, (cos — ct + siti 万 ib) ， I 


其中 s 是该圆阇的弧长参数 .， 两条相 殳的曲 线在交点处有 n . 阶切触的 
条件是它们的参数方程在该点有相同的直到 n 阶的关于弧长参数的 
各阶导数.巳知 


ma 的表达式代入第1个方程并积分得到（不计积分常数) 






r '(0), r f , { Q )= ⑼ 


所以它是落在曲线 c 在点 s = 0的密切 T- 面上、半径为 i / m 、与曲 
线 C 在点 A = 0处相切的圆周，它与曲线 C 在 S = d 处至少有二阶切 
触，称 为原曲 线在该点的曲率圆，或密切圆. 

例题 2.13 设 C : r = .r ㈤ 是曲率和挠率都不为零的正则参数甜 
线， s 是弧设参数，求与 ft 线 C 在点 s = 和处有最高阶切触的球面 . 

解为简便起见，不妨设邱= G . 假定球面 X 与曲线 C 在对应 
F 参数 s = U 的点如处相交> 设曲线 C 在该点的曲率和挠率分别为 
m ? 用 { pfl ; Oa T ^ oi 7 o } 记曲线 c 在点 Po 的 Fronat 标架,则球丽 


其中 r 是球面 E 的半 g . 把曲线 C 上的点 r (_5) 记为 p , 则 


其中 >co = 扣 ( 0),4 = ^'( 0) 1 To - t ( 0 ). 由于 IpAp - r 2 = (fp 川- r)((n 4 |+ 
r ), 故在 p — 卯时， | M | 2 - r 2 和点 p 到球面 S 的距离叫 1 | - .「是同 




§2,2 倒超详解 35 


阶无穷小址.因此曲线 C 和球面 S 有一阶以上的切触的条件跫上式 
中 s 的系数应该为零，即 a = a 在此条件下，上式成为 


IpAf - . r 2 — s ' 2 - b + -^ s 1 ' 




:(l _ bKo)s ' 2 + b 


f ) 


^ + ^( s 3 ), 


® 此曲线 c 和球而 E 有二阶以上的切触的条件是 


ft = 0. 


在此条件下，上式成为 

由此町见1曲线 C 和球而 I ；有三阶以上切触的条件足 


(I — 0 j , 


_ _ 1 ( 1 
巧叩 T[S ] ㈤ 


此时，球 WS 完全确定了.因此.一般说来，曲线 C 和球面 S 的最 
高切触阶只能足1上 W 的结果可以叙述成如下的结论 s 

设 C : r = 是 Eft 率和桡率都不为岑的正则参数曲线，*是弧 

长参数，则在 s 处与曲线 C _ 有三阶以上切触的球面 S 的球心是 


r{s) + ^) 0 W ^ vii ){ w)J ^ sh 


半径是 


K ( S ) 


小八+ ) 


该球而弥为曲线 C 1 在 s 处的密切球面，其球心所在的贳线 

r - 十 ^ y /3( s ) + Xj ( s ) 
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是通过曲线 c 的甜率中心、垂直于密切平面的:称为曲线 c 
s 处的曲率轴. 

例题 2.14 &C : r = r ( s ) 是一条 正则 參数曲线， S 是弧按参 
数，如果存在另一条曲线 A 并且 在曲线 G 和亡的点之间有一个对应 
关系使得它们在对应点有公共的主 法线， 则称 C 为 Bertrand 曲线 
亡是 C 的伴随曲线，或称曲线 C 和 <5是一对 Bertrand 曲线， 证明； 
假定曲线 C 的曲率和桡率 W 不为零，贝 lj 它是 Bertrand 酣线的充分必 
要条件是#在常数 A ¥ [) 和士 使得它的曲率和挠举满足关系式 

A^(s) + jur(5) = K 


证明如杲 C 是 Oenrand 曲线，则对应的曲线6的参数方程可 
以写成 

r = r{s) — r(s) + A(s)/9(s) T 

这意味辁曲线6上的对应点落在»线 C 的主法线上.但是还要求曲 
线 c 的: t 法线也是曲线6的主法线，因此其中貞 W 是 
曲线6的主法向堡. 

在下面的计算过程中，要牢牢记住 S 未必是曲线亡的弧长参数. 
曲线 C 的弧长参数是相应的 Frenet 标架晶 { r (^}; & ㈤ ， 

对前面的方程求导得到 


dr ( s ) 
ds ds 


a(^)T = m + 刪则 + X[$){-K{s)a(s) + t 〔 3) 7 _ 

as 

*(1 - Afs ) rt (,5)) o ( s ) + y [ s ) p ( s ) ^ A ( sMtS ) 7 ㈤ ， 


因为 = 土占 ㈤ ， 所以用 0(s) 点乘上式两边得到 

0 = a ( s ) - 泠(沒)= ± A J ( s 讽 s ) ■ 译⑷= ± V ( s ), 

即 y ( s ) - 0, x ( s ) = a =常数 / or 于是 


^{s)-r- ^ (1 - + Ar(s)7(s) f 

as 
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故轉 ^ ___ 

™ — ±\/(1 — Ak(s)) £ + (Ar(s)) 2 . 
ds 

另一方面，对 a ( s ) ■ a ($) 求导，并 J 1 利用条件3⑷=士乳 5 )得到 

4 - ds 

三 (a(s), a(s)) = k(^)J3(s)- a(s) k(s)oi{ 6) ^ p{s) — = 0, 
as Ui 

所以 a ( s ) a ( s ) 是常数.但是从前面的式子得到 

1 ^ cl s 

q(a) -0 ( ⑷ g = 1 - Ak(s), ■ Oi ⑷ ~ (1 ~ 



即 

-——常数， Ak .( s ) -\-^ t ( s ) — L , 

T ⑷ 

反过来 ， 设 1 E 则参 数曲线 c : f 的 曲率 和挠率满足关系式 
入咖）+ M 和、沒 是弧设参数，其中^ t 〗 和 m 是常数.构作曲线 
5,使它的参数方程是 


r(s) = r[s) + X0(sl 


则 

r f {s) = a(s) + A(-#c(s)a(5) + r{s)^y(s)) 
= (1 * \ 咖 ))« 十 Xr(s)y(s) 

r 二 ^r(3)ot[s) + Ar(s) 诈） 

= r(s)(^(s) + A7 W)t 


因此，曲线汽 s ) 的单位切向量是 


oc(s) = 


兩 


>/ A 2 + ^ 


a 〔5) 




7(-0 
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于是 

眢£售嚆 ： 

^ ± {7 WT ^ Kis ) -7^ Tis) ) m ' 

故 0( s ) = 土卢⑷， C 和 C 是一对 Bertrand 曲线< 证毕 + 

例题 2 .1 S 如果在曲线 G 和 C 2 之间存在一个对应 ^使得曲线 
C i 在任意-点的切线恰好足曲线 G 在对®点的法线，则称曲线 C 2 
是 c ] 的渐伸线， 同时 称曲线 A 是(? 2 的渐縮 _• 设正则参数曲 _ c 
的参数方程是 r ( s ), S 是弧投参数，求曲线 C 的渐仲线的参数 方程. 

解设 

^ i ( s ) — r ( s ) -h X [$)( x [ s ’} 

是曲线 C . 1 的渐伸线，因此曲线 C 的切向 M cr ⑷ 应诙是曲线 n ⑷的 
法向 M . 对上式求导得到 

O) = (1 + y {s))a(s) + X(s)k(s)P(s), 

将上式两边与 a ( s ) 作点乘得到 

1 + A '( s ) = h ⑷- GC(S) 二0， 

因此 

A (^) = c — s , 

故所求的曲线 C 的渐伸线是 

~ t{s) + (c — 5)ci(s), 

其中 C 是任意常数， 

如果曲线 C 的参数足一般参数 L 则曲线 t ； 的渐伸线是 

T'i(t) = r(t) + (d(O(0- 
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||!1线的渐伸线可以看怍该曲线的切线族的汜交轨线> 时渐仲线的 
邊达式可以解释为：将一条软线沿 rth 线放 M , 把一端固定 • 另一端慢 
卄原曲线，并乱把软线神宣，使软线神官.的部分始终保持力原曲 
线的切线，则这另一端描出的曲线就是原_线的渐伸线 ■ 

例题 2.16 设正则参数 fft 线 C 的参数方程是^足狐 长攀 
数，则 C 的渐缩线的参数方程是 

…_ + 卜 —W r _) * 

证明设 

n { s ) = r ( s ) + 綱雕)+ / 心 ) nr ( s ) 

是曲线 C 的渐縮线，即 C 是 ri ( s ) 的渐仰线 •那么 A ⑷州 s )+4 shU ) 
应该是曲线 ^0) 的切向鏈.对上面的表达式求导将到 

r\( 3 ) ={1 - \(s)k{s})cc[ 5 ) (M{/} - pi[s)T[s))p[s) 

+ ( 〆 (>) + 綱 r ( s ) ⑽)， 

因此久 ㈤ /?⑷+ p ⑷ 7( s ) 与 ▼. 行，即 

A ’ ㈤ — 卩⑷ t ( s ) 〆 ⑷十 A ( j ) t (^) 

叫) k (和 1， A («} ^ ' ~~ ■ 

从上面的第二式得到 

A »( s } - 〆 ⑻功 &) =藤+ 


因此 


ds \Ms)J 


= ~ A s )t 
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所以将上式和前面的第一式合起来得到 

A(£ ) = ~^ s ) tm I 7 ■(物 • I 

证毕 ■ 

注记如果 C 是平面曲线，则 （？ 的渐缩线是 I 

r i(^) = H 3 ) + -7-t/3(^)- 

所以 C 的渐缩线是 C 的曲 率中心 的轨迹，此时 s 曲率 K 町以换成相 
对曲率而主法向姑0应诙相应地换成单位切向 M a 绕正向旋转 
得到的法向 M . - 1 

例题 2-17 设平而 曲线在 极绝标系下的方程是 p 其中 P 

是极距，0是 极角. 求曲线的相对曲韦的表达式. 

解设 (^ y ) 是 T 面的笛_儿右手直角坐标系，它与极坐标系 
(化的的关系是 

^ = p cos 0^ y = psin^ T 

所以在极坐标系下方程为 p =咐）的平面曲线的参数方程是 

r 二 r (句= ( p (^) go ^6， p {&) sin (?) ? 

即 

工= p(^)caa 0. y = p ⑻ si 诚 

对0求导得到 

i = ^[S) cose-^)sm^ - p{0))cos9- 2f/[6)sUe i 

v* = 〆(, ） —& 十 P (&) ⑶ s&, / = 〔，⑻ - p(e)) S me^-2f/($)cmo. 

因此 s 该#线的相对曲率是 

_ yy" - __ 2f/ 2 - pp (i + p 2 

’… W ^ 2 + 浐) 3 = (，+邱， 


§2.3 习超 


§2*3 习题 

2 1 . 将一个半径为 r 的圆盘在0叩乎面上沿^轴作无滑动的滾 
劫写出圆社与中心的距离为，< a $ r ) 的一点酬細滚动所 

描出轨迹的方程， 

2.2. 固定点 P ( OA ^) 和圆螺旋线 ”⑴=> 0 
上的点相连接的直线与巧平面相交，求这些交点所描出的甜线. 

2 3. 求曲线冲）；（ 2 在点* = 0 和点 f = W 2 的切线 

的方程 ■ 

疫空间 P 中一条正则参数曲线 C 的方程是 r W( a - * - 
P 是曲线 s£7 外的一个固定点*用 pM 表示点 P 到点 KG 的距离■证 
明 r 如果函数〆 i) 在 tok <^<f>} 处达到它的极小值（或极大値)，记 

「外。)，则 - ^ 

2.5, 设平面上一条正则参敢曲线 C 的方程是 7 'W 礼它 

与同一个平面上的一条直线 i 有公共点 j? f r ⑹） （a < h ^并丘该 
曲线除点 P 外全部落在直线 f 的同一侧，证明 3 言•线？是曲线 C 在点 

p 的切线 * 

2 J - 设空间中一条正则参数曲线的切向过与一个 
团定的方洵向 tt a 垂直，证明 ： 该曲线落在一个平面内_ 

2 J , 求下列曲线在指定范围内的弧长 5 
⑴ r 〔t 卜 (cosht^mhi^)^ 1 ^ t < 

(2) rft) = (siu 2 t,smt cost, log cos t) T [0,t n ] s 0 < h < Try'2 ； 

(3) r [ t ) = (^ + T fi ' T l 2 al ° g a ) ia>0 ^ > 01 在曲线与…轴 
的交点和参数为 h 的点之间； 

(4) 曳物线 r(t) = (cost, log(sec t + tmxt ) - smO.P, t],t < tt / 2 \ 
⑸曲线 ^ p g 在酿 0(0A 0> 和点咖之间- 
2 + S. 求下列曲线的单位切向世场 = 
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(1) r{() = (cos 3 ft,sin 3 1, cos2t )： 

(2) r ( t ) = {3^ 3 i 2 T 2£ 3 ), 

m 求曲线 ”⑷ = (昏 ; p ) 上 其切向姑下行干 t ■而0：+%+^ 
b 的点. 

2-10. 设曲线 c 是下面两个柱面的交线； 


^； 2 y 2 


7 一為 ^ % 疋 = a 加 h ;， a,b> 0 是常数， 

⑴求曲线 c 从点 M ，。) 到点如，恥為)的弧任， 

(2) 求它的曲率和挠率， ^ 

211 .求曲线 r W » 使得它经过点 r ((]) = (1，0: - 并且其切向董 
场是 〆 W =( t 2 ， t〆 ). 1 

H 证明曲线 C : r ^ (2 t : >/5 t 2 , t 3 ) 的切线与莨线2/ ;怎_ j 所夹 
的角是 定角， 

m 求下列曲线的 曲率和 挠率： 

(1) r(t) - ^at, i/5a】ogO a >Q\ 

(2) r(t) = (a(# — sinf),a(l — coat), bt), a > 0; 

(3) r ( t ) ; [ co ^ t T sia :i £, cos 2(). 

2*14. 求下列曲线的密切平面方程： 

{1) r(t) = (acost.aBmt^t), a > 0; 

(2) Ht ) = ( acoai ^ smi . e 4 ), 在 f =(] 处，其中 a b ^ 0, 

2-15. 敢曲线 

{ z + sink z — y + sin^ 

3? + = (怎 + i ) + ! og (: r + 1) 

在 （0,0,0) 处的曲率、 挠串和 Frend ; 标架， 

求曲线 


^ b >() 是常数, 


丄 所夾 


+ y 2 + = 9, 
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处的曲率、挠率和密切平面方程. 

2.17. 设曲线。是圆柱面& 十 V = 1 与半圆柱面& :ar2 + ^ = 

4 的交线 . 求它的参数方程和它在点= ( 1 ^^) 处的 

_率和挠率， 

2,1队求曲面 r = ( itcofs ^ usmUjbtj ), b > 0 与画柱面 ( a ：—+ = 

〆 的交线的参数方程 T 并求它的咁率和桡率， 

2.19. 站明：曲线 r ⑻二 (3 i , ae 2 , 2 t 3 ) 的切线和次法线的夹角 T 分 

线的方向向世是常向 M - 

2.20. 设曲线的参数方程是 

f (eAM ))， t<0, 

r { t ) = l ( Q .0,0), t = 0, 

[ (0 乂疒句 ， t > Q . 

证明：这是一.条正则参数柑线，并且在 i = 0 处的曲率为岑 + 求这条 
曲线在『# 0 处的 FrenPt 标架场 3 并且考察 FVetiet 标架在 — 『和 
0 - 时的 极限， 这两个极限是不同的 - 

2.2 L 证明 t 若一条正则曲线在各点的法平面都经过一^靣定点， 
则它必定落在一个球面上 ■ 

2 .22 . 求 II 螺旋线的切线和一个哐 ] OH 明螺旋线的轴的固定 T 酣 
的交点的轨迹， 

2.23. 假定曲线 r = r ( s ) 的挠率 r 是一个非岑的常数，是弧枝 

参数，它的 Frenet 标架是 { r (^ 求曲线 

r (^) = - J 

的曲率和挠率. . 

2.24. 偃定曲线 r = r ( s ) 的曲率 k 是一^非獅常数 ， r > s 
是弧长参数，它的 Fre _ 标架是 { r (. s )；0 E { s ),. aC ^),7(^}, 求曲线 

f (s) — i/3(s) + J ot(s)d*' 
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的曲率-和挠率，以及它的 FVenel 标架卩(外 6( 斗為⑷ 3 今(以， 

22 n .\ m ： 若一条正则曲线的 ft 率处处不是零，并且它在各点的 
密切甲都经过一个固定点，则它必定落在一个平面上. 

2 .如■诎明；若一条正则曲线的曲率处处不是零，并且它在各点的 
法乎面都包含一个固定的向 a &，则它必定落在一个平面上， 

2:2?■设 r = r ㈤ 是以 s 为弧长参数的正则参数曲线，它的 FYcnot 
标架是 { r ^)； a ( s )^( A ), y (,)} T 试求沿曲线定义的 : W 世场 p ⑷使得 

a^s) = p(s) x a ⑻】 ^(4-pW x 0(3), ^{s) = p{$) x j(s). 

2.28 •求曲线 

响 =(¥，¥’ 忐)， - w<i 

% 

的曲率、挠率和 FVemel 标架场< 

■ 设正则参数曲线 r = r ( t ) 的 Ftenet 标架是 {r ⑷; 《(扑/3⑷， 
7(# 证明： 

(i)) - {7(0> ^(0,7^(^) = ^ - | 乂 ⑴ | 3 ， h f {t)\ 3 , 

其中 e = sign ( r ( i )). 

UO - 已知 C」r = 是_条正则参数肼线， s 是它的弧长参 

数. 其曲率« > 0和操率 r ( a ) > { r (4); a (5), 削，响) } 是沿曲 
线 C 的 FVend ; 标架壊，作一条新的曲线 C : 




7⑷ ds . 


(1) 求曲线亡的 Frenet 标架场 { f ( s ); a ( s } 5 ^ i ( s) t y { s )}. 
(2} 证明： k ( s ) = r ( s ), f ( 5 ) = k ( s ). 
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2.31 tL ^ C:r = r [ s ) 是一条正则参数曲线 > s 是它的弧参 
^ 其曲率 k . 是非零常数，挠率 r ㈤ > 0, { r ( s }]< x { s ),0 M ^( s )} 

曲线 C 的 ^ enet 标架壤' 作一条新的 曲线& 

1 " 

r{a) — t(s) + -j/3 ( 冰 

K 

求曲线 (5 的 Renet 标架场和它的曲率和挠率^ 

2.双设卟）是单位球面上经度为 ( .、纬度泡| H 的点的轨迹， 

求它的参数方程，并计算它的曲率和饶率- 

2.33, 设 { r ( t)s ei ( t ), 6 3 {*) ? 6 3 (0}是沿曲线定义的一个单位 

正交 标架场 * 假定 

W e J W ， 1 - ^ - 3i 

证明】心 ( t ) + (^} ~ Q > 

2.34. 如果一条曲线的切向姑与一个固定的方向交成定角，则称读 
i 线为定倾曲线，或一般螺线‘这种曲线可以#作是落在-个柱而上 
与莨母线成定角的[川 线. 证明：一条曲率处处不为^ f 的正则参数 I 批线 
是定倾曲线当且仅逍它的挠率与曲率之比是常數. 

135.证明：曲线 r = r ( S ) 的所有主法线都平行千一个固定平而 
当且仅当它是一般蜾线_ 

2.36, 对于曲线『= r ( s) f 命吵）= r (^) ac ( s ) + n { s )^{ s) t 其中 
n ^) { r ( s ) 是曲线的曲率和挠率 3 ocO )，7 ㈤ 是曲线的令位切向 M 和次 
法向 # s s 避曲线的弧长参数> 证明：曲线” ㈤ 是一般螺线的充分必 
竖条件是向 M 有固定的方向 - 

2.37 , 设 r (», > 0晕两个连续可微函数,满足裝系式咖= 
C - K .( s ), C 是 常数. 求®线的参数方程 r (斗使它的弧松参数是&曲率 

是 ♦>, 烧率是 

2.38, 证明，下面每一条曲线的曲率和挠率相等- 


4 G 


曲线论 



r ( t ) = (cosh f , sinh t s t ) 

和曲线 

,. / e- w e w \ 

可以通过剛体运动彼此®合，试求出这个刚体运动， 

2 ^ L 确定函數 tp ( t ) 使得曲线 r ⑷妄的主法线都平 
行于平面， 

2 . 42 .作正则参数曲线 C 关于一张平 W 的对称曲线 C ' 证 明：® 
线 c 和 c - 在对应点的曲率相同，挠韦的绝对値相同而符号 相反. 

如果正则参数曲线的向径 关 f 弧长参数 s 的 n 阶导 

数是 

r lnJ (3) = a n (s)oi(s) + 6„{5r),^(js) + c n (s)y($) ! 

求它的 n 十1阶导数< 

2 44 - 假设正则曲线 r = r ( s ) 的甜宇和挠率都不为岑， s 是弧长 
#数. 证明： 如果它在各点的密切球面的球心是一个固定点，则它必 
定是一条球面曲线. 
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2 Ao - 假设正则曲线 r = r (, g ) 的 ffl {率 和挠率都不为零 ， s &弧投 
0 L 丼 Et 不落在 球面匕 求它在各点的密切球而的球心轨迹的曲 

率和挠率. 

2 46/^0是挠率 r 为非挲常数的正则参数曲线，&是沿曲线 C 
! ■付次 ^到曲线 C 的距离为常数的点的轨迹，求曲线 C 和6在对 
应点的次法线之间的夹角 ■ 

2.47. 设曲线 C 的曲率为 K , 烧率为 r ， f 是沿曲线 C 1 的切线到曲 
线 C 的距离为常数 c 的点的轨迹，求曲线0的曲率 k 

2^,设曲线 C 7 的曲率为 s 挠率为 t , 6是沿曲线 C 的次法线到 
lift 线 C 的距离为常数 c 的点的轨迹，求曲线6的曲率 i 

2.49, 假定曲率处处不为零的曲线 C : r ^ Hs ) 和曲线 C : r = 
f ㈤ 的点之间存在一个对应，使得曲线 c 在毎一点的主法线足 rtti 线 
c 在对应点的次法线 * 证明=曲线 c 和6在对应点之冋的距离力常 

i 数，记为 A ; 并且曲线 C 的 ft 率和挠率蔺足关系式 

K = + T 3 )， 

2.50. 假定空间曲线 C U C 2 的 W 率和挠率分别是和 n , r 2 . 
如果在曲线 c 1; c 2 之间有一个对应.使得它们在对应点的主法线 <相 
驴行，证明：⑴曲线 C u c 2 在对应点的切线成定角見⑵曲线 C U C 2 
在对应点的曲率和挠率满足关系式 


n _ 

Hi sin 0 + r ] cos 沒 

^2 

cos & — t\ sinfi 


2.5 L 假定曲线 C：r = r ( s ) 的曲率^和桡率^满足关系式+ 

| F L 其中 A # 0^都是常数 3 s 是弧长参数-考虑一条新的曲线 
C ：r = ^) = r ( s ) + x ,6( s ) f 其中 f 3 { s ) 是甜线 C 的主法向 M ， 证明： 

曲线 G 和6在对应点的挠率之积为常数」 

I 2.52. 设 HI {线 C 的曲率&是非岑常数，6是曲线 C 的曲率中心 
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轨迹 . 证明：曲线 C 和曲线 C 成 Beitnmd _ 线偶，并且 C 的曲率和 
挠率分别是 k = = f . 

T 

m 假定曲线 €: r ^ r ( s ) 的挠芊 t 是非零常歡证明:曲线6 
H 9 ) ; ar ( s ) + b (:、 /3、 s )-\- j 7㈤ ds ) 

有伴随曲线，使得它们构成 Bertrand 曲线偶，其中 a , 6是任意常数^ ; 
是曲线 C 的主法向世和夂法向 1 

2私设曲线 r 二的宇斗 s ) 处处不 为零. 求它的主法线球 
面标线 r = f 3( s ) 的率只.和桡率元 ] 

2疏设曲线 r = T ㈤ 的桡率 T (0 处处不为零 + 求它的次法线球 
面标线 f = 7( s ) 的曲率&和挠率 f . 1 

2 56. 已知单位球面上 曲线 a ( i ) T 其中 f 是孤长参数. 

⑴求空间曲线 r 使它的切线球面标线是给定的球面曲线； 

( 2 )假定 a (() 足-小位球 W 上的一个圆周，求满足上述条件的空间 
峨 r ⑴. I 

M 7 , 已知单位球面上曲线其中 i Ji 弧长参数:. ) 

(1) 求空间曲线?使它的次法线球而标线是给定的球 W 曲线； 

(2) 假定 7(0 是宇■位球面上的一个唧周，求满足上述条件的空间 

曲线啦 I 

2 . 5 &证明 t 圆螺旋线的所伸线是落在与其袖线垂宣的平丽内的一 
条曲线，并且它也是備螺旋线所茌的®柱面％ 该平面 的交线的渐伸线. 

2 -亂求下列甲面曲线的相对曲率〜以及曲率中心的轨迹： 

(1) 椭圆 1 r = (acost,bsint), a,h>Q 是常数 , 0<t < 2srj 

(2) 双曲线 ： r — {a cosh f , kinh S) t -00 <t < oo t I 

(3) 抛物线 s r = ( t ， a £^}, -oo < t < 00 ; 1 

⑷摆线 ： r = ( a(t - sin t ). o(l - cost )), 0 < £ < 2^; 


§2.3 习趨 明 


(5) 恐链线 ； r = ( t s coslif ) ? -oc < i < 00 ; 

(6) 曳! 物线 J t = (a cost, alag(sec t -+• tant) - a sin iX Q L < ^ 

2 m 假定 P = / ㈤ 是定义在闭政间 [ hM 上的二次以上连续可微 
的函數，且 H 在点 a < < ^ < ^上分别达到它的极大値和极小值， 

g 此它有拐点 3 设为抑 e ( n ^ 2 ) + 试在该函数||悚上攢出相对曲率 
为正的部分和相对曲率为负的部分 ■ 

2.61. 巳知平-面 mi 线 C 满足微分方程 

P(^ y)da: + Q{sc, y}dy - 0, 

求它的相对曲率的表达式 ■ 

2.62. 已 知平面 曲线 C 的隐式方程是办 ( U /) = I 求它的相对# 
率的表达式- 

2 M . 巳知曲线的相对曲率为 
⑴〜 ㈤ = Y ^ 2 ; 

(!) K r (5) = 

(3)^(3)=^==, 

其中 s 是弧长参数，求各条平面曲线的参数方程_ 

2.64. 求下列曲线的渐 伸线： 

(1) 圆 ： ^ + y 3 = a 2 ; 

(2) 摆线 j r = (a{t - sin t) 3 a(l -coat)), 0 < t <2w, 

(3} 悬链线 ： y ^ coshar . 
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§3.1 要点和公式 

L . 本审的主要内容 S 介绍中正则参数曲面的基本慨念> 外 
间五 3 的欧 K 内积在正_参数曲面上诱导的度 M 形式 ， 即曲 M 的 
第一基本形式 ， 以及可以和平 西建立 保长对应的一类曲面=可展 
曲面. 

2,正则参数#1面 S 是指从硭的一个 K 域 D 到空间於中的一 
个连续映射 D — 记成 

r = r(u,^) = (T(u 、 v)'y[ti ， v)' z(u'v、.l 

假定函数 zJ) f w ， u ), z ( xm ) 有连续的三次以上的各阶偏导数，并 
且〜(奴，!/)和 r t ,{ u , v ) 处处是线性无关的，即 r « x r v 衿认 是 
w - 曲线的切向童, ryiu . v ) 晶仏曲线的切向 M - 对参数方程 r = r ( u , v ) 
求微分得到 

dr — r, 4 dtt + 7\.把 

这意味着 dr ( u : v ) 代表曲面 S 在任意一点 (^ vj 处的任意一个切向 
派它在碁底 { r u ( n 4〜(％ v )} 下的费量是 ( du 5 dv ). 

曲菌 S 在点 {^ v ) 的所有切向 M 张成--个 T - 面，称为曲面 S 在该 
点的切 T 面，它的参数方程是 

X = r ( u , 十 -f / iTyCw ,!；), 

其中是切 T 面上点的参数.该切平面的单位法向 

, r u { u . v ) x r ^' u . v ) 

称 A 曲面 s 在点 （ m ) 的单位法向 M .〒- 是.在 ft 面 S 的每一点有 
一个确定的标架 ( ia t T u { u , t ?), r v ( u , v) t n ( tir - w )}* 竹点在曲面 S 上 
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变动时 T 该标架 是随# 变动的+这样的标架场称为曲面 S 的自然标架 
场. 0然标架扬在 曲面论 中的功 用相， 于 Frenet 标架在曲线中的 
功用. ' 

3-正则参数曲面的参数容许作如下时 变换： 


U - u ( u , v) t V - 


它们满足条件: 


⑴ uiu.v^v^v) 都是时三次以上连续可微函数 i 

(2) ㈣ 邱 

d( m u i ?) 

如果 ^(0\ > 0 f 则该曲面的单位法向 M 保持不变，称这样的參数变 

换保持定向 ■如果 < o . 则该曲面的单位法向 M 将翻转指向， 
于是称这样的参数变换翻转_面的定向+ 


4曲面 S 在每一点 p^S 处的切空间 TpS 是由切向 M r u ( u , v) 
和张成的向 M 空间，它是舻的二维子空间.因此，曲面5 
在任意 一 点的任意两个切向吋的内积就是它们作为 W 中的向 M 的内 
程.曲而占在任意一点 r ( u , v ) 处的任意一个切向 


dr ( u , y ) = r u (-« t u)dw + r v [ u . ir ) dv } 

其中 { du . dv ) 是切向遗 dr {% v ) 在自然基底 { r ^ vlr ^ v )} TS 4 
分量■命 


I - drj'ii, I?} - dr(ti ； i?) 

=£( u ， w )( du ) 3 + 2 F ( w , i ;) dadi ; + Giu . v ^ dv } 2 , 


其中 


b ( u ^ u ) — u ), G { u ^ v ] — r w [ u t v } ^ r ft [ n , v ), 

= t u ( u , v ) - rvCiL . v ) ; r t ,( u , v ) - 


§3.1 要点和公式 S 3 


它们是基底{〜(〜咕 } 的度世 系数. 二次微分形式〖与曲面 
S 的参数选择无关，称为曲面的第一基本 形式- 但是 t 第一基本形 
式的系数（即曲面的第一类 a 本敁） E \ F \ G 却是依赖®面参数的选择 
的.设有容许的参数变换 u = 4石，句， ㈤ 句，则 


E F 
F G 


E F 
F G 


J ' 


其中 


将前面的式干展开得到 


E = E 


(du 


^du dv ^ f 加 

2F mm + G [m 


* du du (du dv du dv 、 dv ^ dv 
"du dv + I du dv dv du ) du dv 


6 = e ( M ) +2F %%^ g ^% 


5,曲而 S 的第一.基本形式用来计算曲而 S 上有笑的几何 tt . 如 
切向 M dr 的丧度是 

[ dr | = V E ( u ' u )( dw ) 2 + 2 F ( n , u)dudu H - G ( Au )( duT 2 ' 

设曲面 S 在点 ( u s v ) 处有另一个切向馈 

Jr ( K , l ") = Tn(u,v)6u + v ) Sv , 


则切向量 dr 和在 r 的内积是 


dr - <Sr = -h F (加如 t d^d-iO 4 - GdW.ts 
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因此切向 M dr 栉的央角余弦 cosZ ( dr T ^ r ) M 
_ ^ dtn?u + F ( du 6 v + dvSu ) + Gd.w 如 


i/ECrh /) 2 十 2；-Viudn + G(dv)'^E{Suy^ ^2F5u5v i G(5tf) 2 ' 

因此，切向 * dr 和 Ar 彼此正交的充分必要条件是 

EduSu -h F ( dtt 如 + dvS ? j ) + GdvSi - 0 , 

假定 C T 是曲面 S 上的一条正则参数曲线， 表承为 tt = u ( t) t V 
吨)， a < t < b , 则它的切向世.是 〆 ⑴= r T； ^ f 它的长度 

Of ( If . 

平方是 

+ G _ ，吨 
曲线 C 的长度是 

叫: fWf^¥¥^Wf dt - 

假定 D 是 K 2 上的一*个有界区域 3 S : r . =s 是逆巾定义 
在/>上的一个正则参数曲面，则_面 S 的面积是 


ms HL 


f EG - F ^ udv , 


K 中 S . KG 是曲面 S 的第一类基本 M „ 

6.参数曲线的切向 M 〜和匕 波此正 i 的？ E 分必要条件是 


^ - r u ■ 7"^ = 0 f 

这样，曲面上参数曲线网是 JH 交网的充分必要条件是它的第一基本形 
式成为 


1 = ^( u , v )[ du ) 2 + G ( u ， v }( fiv _} 2 . 
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~ 

f f .二 维曲而来讲，-个重要的私实：您在曲 Iffi 上择一点的一个究分小 
的邻域内总是存在参数系 K 吐使得相应的参数曲线网外 ■ [M 
ilt 理论上研究曲 面时， 总可以假定在叻面上取了正 交参 数曲线网， 
从而使论证变得比较简单 ■ 

7. 在两个正则参数曲面 S : T — r ( w ， tO 和 S ： r - r{u, v ) 之间 
敗对 应表现为点的•参数之间的函数 关系& = uiu iV ).V = v{u,v ). 待别 
是，如果从 S 到忌的映射是非退化的，即 

&u dn 

__ c?n du 1 
d {^/ j = du dv ^ Ms 

dv dv 

则在曲 商 S 上可取 {u,v) 作为新的参数系 f 使得曲面 S 和5之间的 
对应是有相同參数值的点之间的对应+ 

如果从 S 到5的映射保持切向 Ji 的长度不变，则称®映射为保长 
对应.保长对应 M 然菇非退化的 I 从 s 到 S 的映射足保长对®的充分 
必耍条件是，它们的第一雄本形式在该映射 F 相等.若在 s 和 S 上取 
JT 1 彳的参数系（_心外使得1 讲面 〜作 S 之间的对应枭布相同#数值的点 
之间的对应，则液对应强保饺对应的充分必要条怦足相应的第一类基 
b 赌等，即 EM^Eiu.v), P[u，v) = F{n、.ul Giu^v) = G{u f v). 
要 判断 在两个曲面之间 fi 否能够建立保枝对应，_个必要条件迈它们 
的 Gauss It ! [宇-在对应点应该相等（参看第五作第10款)。 

to 果从 S 到左的映射保持切向贵之间的夹角不变,则称该映 
射为保角財应.从 S 到 S 的映射晶保®对应的充分必要条件是， 
ff 在函数 A 使得它们的第一基本形式在该映射 r 有芜系式 i = AL 
若在 S ■和 S 上取适当的参数系 V), 使得曲瓯 S 和5之问的对 
应是有相同参数值的点之间的对应，则滚对应显保角对应的充分必 
要条件是存在函数 Mm - V ) 使得 E ( u t v ) X { u . v ) E {： u , v ), F ( u , v ) = 

G ( u ^') = X ( u . v ) G ( it , v )^ 一个重要的事实是 ，每一个 
汜则参数曲 M 上任意一点的一个充分小邻域总是能够和 T 面建立保 





56 第三幸 曲面的第一基本形式 

r — - T J 

角对应> 换言之正则参数曲面的第本形式在 M 部上总是可以亏成 
1 = A (( dn } 2 -H ( d <) T 此时的参数系 ( u , v ) 称为曲面的等温参数. ] 

S - 可展曲面是一类特殊的直纹面，它的切平面沿毎一条莨母线是 
不变的-假定直纹面 s 表示为 I 

r = a ( u ) + vl ( u )' 

其中咖 ) 是雛酉的義 ， f ( u ) 是直母线的方向向世 ，曲 面沒是可 
展曲面的充分必要条件是 ' 

( CE ⑼如 ), f ㈤ 卜 0. I 

往面:直母线方向向量咖 ）= Z C 是常向&锥面:准线退化成 -•■- 点， 1 
即 tt(u) = ct 0 是常向 fii 切 线面: 直母线方向向量： 【w) = a f ( u ) t 它们 
都是可展 曲面. 反过来 t 可展曲面就只有上面三类 3 或是将它们拼接 | 
而成的 曲面. 可展曲而都可以和平而违立保长对应.反过来 9 能够和 
平■面建立保氏对应的曲面必定是可 展曲瓯 （证明要用到 GEUISS-Cod^i 
方程I 1 

§ 3 , 2 例题详解 

例题 3 .1 写 fl ! 椭球®'单叶双甜動\双叶双曲面、椭圆抛物面、 
双曲抛物面的参数方程. 

解椭球面的方程是 

X 2 J / 3 ^ 

^ +访 + 孑 =1 ， i 6 T c>a 

它可以看成球面沿坐标釉拉仲和芷缩的结苯，因此可以把球丽的参数 
方程用到这里来.命 

x — acoswcos ^ y , y = btxrsusinv t s ; csint ^ 


§3.2 倒題详解 5? 


它满足椭球而的方程，故椭球面的参数方程是 

t = (a t ； osT2Cos w, (?cos usinu. csin u). 

单 叶双曲 面和双叶双曲面的方裎分别是 


^ y _ 

, V 1 


— 1 ， 


采用双曲涵数 CGshii 和 sitih w , 它们满足 tS 等式 coslr u - dnlL 2 
于是单叶双曲面的参数方程是 

r — {a cosh u cos u, b cosIj itsint%c ^inh u), 

双叶双曲面的参数方程是 

r 亡 （a sinh u cos in f>sinh u siu w. ccosh u). 

椭圆拋物面和双曲抛物面的方程分别 s 


十京= 2 之， 


t 2 b 2 


所以它们的参数方程可以分别与成 


{ x ^\ 




若果用三角通数和双曲 函数， 它们 的参数 方程可以分别写成 


n.u cos tn 1 , bn sin v. 


an cosh v, ^siah.^, 


^ . y 


例题 3. 2 写出申叶双曲而 ^2 + ^ = t 作为直纹面的参数 


方程 _ 
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§3.2 倒題详解 59 


解把笮叶双曲面的方程改写成 


2 


Z 

* ■ .»■ 


1- 






所以育线族 〔 a 是任意的非零常数) 


x z 、 f v' 

^- A ( I — 二 

a r. \ b 


a c a ^ 


A 


1 + 


V 


落在该曲面上.解出 ^ ^得到 


x 


去 U + 二 


狂 2「 ， 入广5 


A+ I 


I ，卜* 


引进新 参数〜 




A 


+ A !. 则 —-A = i ：2\/ v 2 — l , 于楚 


: C = a (-U ± ^/v 2 1 D s 2 = f .(士 y/v 2 - 1 + 1 卜套 


^ bn , 则得单叶双曲面的#数方程成为 


r —lav ± au ^/ v 2 - 1, bu , ± c %/ v ^ - 1 + cuy ) 

={^t 0 T ± c \/ v ^~- 1) 4 - u (± a ^/ v 2 - l r b , cv ), 

准线是 r = a(v) = {伽，0,士 cvA^ - l) t 直母线的方向向 M® J 

(± aVu 2 — l s 6» cu ). I 

另一种做法是 t 把直线族的方程写成 


^ , Ay 艺 


a 


+ ^ = A , 


c 


^ y , ^ 1 

a Xb c A 1 


所以陔 I: 线的方向向 M 是 


r l A 1\ 
a， c) 


be l A —X 


X 


a ' A !? 5 c 

a ( a+ x 


C . fi C A ' - i ) 5 队 - c ( A ~ - 1}) 


■ g 线族经过 0 叫/ f - 面的点是 


2 g A 6( 乂』一 1) 

S ' = 0, JC = 'TfT ~ " ~7 1 V ~ 


\ 2 +1 


A 2 + i ’ 


因此准线的方程是 


2 d A b [ X .2 — 11 


p + r X 2 + l $ 


法意到 （ 去 


2 


A 2 + 


1_引进参数心使得 


cosf ? 


2 A 


A 之 + r 


ain $ 


A 2 


V + J 


则准线方程妃 


母线方向向 M: 是 


a { B ) = [ nco 3&, bsmO , 0)； 


1 ( 0 } — (a sin 0 , —6 cos $, — c ). 


所以该曲面的参数方程是 

v t^(acosS T 6 sin 6, D) + f(asm B, -b^osO, —c) 

=(ci(coti0 十亡 sin 荩)卜 b(sin 泛 一 ；cos 没 }， —ct ). 

例题 3-^ /在球面 T , i 3 c 2 + y 2 + ^ = 1 上，命斤 =(C r 0 t i ), S = 
(0,0, 1). 对于 赤道 1 F 而上的任意一点 P = 〔 W ，0), 可以作唯-的一 
条寬线经过」 V , P 两点，它与球面有唯一的交点，记为 〆 - 

( 1 ) 证明： 点 〆 的坐标是 

2 u 2 t ) _ u 2 + v 2 — 1 

I 一 w 2 + u 2 + 1 ■ ^ u 2 + "y 2 + 1 J + v 2 + 1 5 

并且它给出了球面上去掉北极 . V 的剩余部分的正则参数表示； 
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( 2 ) 求球而上去掉南极 S 的剩余部分的类似的正则参数表示; 

(3) 求上 W 两•神正_参数表示在公共部分的参数变换； 

(4) 证明球面是可定向曲面. 

解 （1) 经过 ' p 两点的直线的参数方程是 

X - ( D f 0 t 1) + t ( u : v , -1) = ( tu , tv r l - t) t 
它与球面 I ： 的交点满足方程 


t 2 { n 2 + v 2 ) ^-(1-£) 2 = 1, 


解出 t 得到 C = 


乜 2 + + 


Y * 代入直线方程得到 交点 〆 的位 _5 f 向 M 


r { u , v )= Op = ( — 

这是从赤道平面 7 T 到胪的映射，记为 列 ： w — E 3 , 并丘 
R = E \ { N }. 求它关于 \ u 的偏导数得到 

r -「 2(-虹 2 + v 2 - J -1) —4 uv 4 m \ 

、 （ U 2 十 W + I) 2 3 (u £ + f 2 H- 1 ) 3 5 (i£ 2 + l/ 2 -h l) 2 / ' 
r ^ ( ~ 4uv 2{^ 2 - v 2 + 1) Av \ 

、 ( u 2 + + l ) 2 .〔虹 2 + 0 + l ) 2 ’（ n 2 + u 2 + 1) £ / ' 


芄接计算得到 


r u x r u 

__ ( —如 —3 如 — 4(u 2 + u 2 - 1 ) 、 

^ (W 十 f 2 + l) 31 (ti 2 + u 2 + 1)3 ， (u 2 + t? 2 + l) 3 j 

(li 2 +^. hl j2 r ^^) j 

所以上面给出的 r ( u , 是球面上的开子集 R 的正则参数 表示， 若 

( x , y , z )€ U u 则在赤道平面上的对应点是 




—z I - 〆 
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(2) 命 U 2 = T .\{ S } 1 连接兄 p 两点时直线与％的交点记为 〆 
连接昃 p 两点的直线时参数方程 a 

X — (0,0,—1) 4- 1 .', 1) = ( tu , tv t t _ 1), 


£与球面 S 的交点满足方程 

e 2 ( w 3 + u 2 ) + ( 卜 i) 3 = 1 , 

響出 t 得到 t = 虹 2 二 + r 代入直线方程得到交点，的位置向量 

r { u , V ) = Op - [ U 2^ V 2 + i > u 2 + ^ - w 2 + + i J ■ 

类似千 （1) 的计算 ， 容易得到 


r u . x 

8 u Sv -4( u 2 + v l - l ) 


( u 2 + ti 2 + 1 ) a ’（ w 2 + W + 1 ’（ ti 2 + W + 1):’ 

所以上面给出的 r { u , v ) 是球而上 的幵于 集 t / 2 的正则参数表示 0 
7 T — ?7 2 C £? 3 点 { x , y } z )^ U 2 在赤道 T 面上的对应点是 


v ^ L ( n :) 


L + z ' l + z f 


⑶设 Kn 幻 e i/i nf / 3 , 则 p 在参数表示 fr 1 下的参数是 


、V 


因此 a : = u(l - 幻，1/ = 代入球面方程得到 

a ; 2 十 y 2 = ( u 2 + tj 2 )(l - z} 2 ^=1- z l , 
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- u 2 + f 2 —2 uv 

( ti 2 + i / 2 ) 2 ( u 2 + i ； s ) 2 一 1 

—2 vtV u 2 — v 2 — ( u 2 + ti 2 )^ < 

(u 2 + v 2 ) 2 (0 十 u 2 ) 2 . 


iti s H - H - 1 1 


ti 2 + + 1 1 


2 u 2 t ? 

J tt 2 + .u 2 + 1 ’ ^ u £ + w a + 1" 


u ‘ 十 u 2 — l 
■u 2 十 W + 1 


在参数表示 1 下'的参数是 


U= 1 


因此 T = ii<I + 斗 jy = i<l + 斗代入球面方程得到 

x 2 ^- y 2 = 4 - i > 2 )( H -^) 2 = \ - z 2 y 

由此得到 


1 — 2： 
1 + z 


4 I - u 3 - V 2 

1 + " 


+ v 2 -hV 


2u 2v i ™ ^ 

u 2 -¥v 2 ^v y ^ v? +沪十广 z= 斤+护 + r 


由于 1 …{屬得到这两 
参数的变换公式是 


X u 

_ y 

V 

1 + 丨 ’ U 2 + V 2 1 

I 4* £ 

U 2 + ' 

x n 

y 

V 

l - z ii 2 + v 2 ' 

1 — 2 

公 2 + 0 


⑷在 thnu 2 上的参数变换的 Jacota 行列式是 



^c§3tiifji.. 


u 2 — v 2 — 2 uv 

( u 2 + 妇 2)2 (1 L 2 +幻 2 ) 2 _ 1 

2uv u 2 — v 2 (u 2 + V s ) 2 

[ n 2 + W 2 ) 2 ( u 2 + ] 2 


§3.2 軻超洋解 fi 3 

— ■ . • ~~ ■ ■ ~ ™ 

& r =' - 

_ 此可 见，该参数变换翻转了球断的定向*要得到保持定向的参致变 
^ 通常采取的办法有 两种： 一种办法是在其中一个参数前添一个负 
另一神办法是交换两个参数的次序> 我们采取第一种办法 ，闲为 
这种做法不受维数的限制+引进新的参数 A 卟命 

_参数变换的 Jacobi 行列式是 


所以 从参数 （ H ，） 到参数的变换是保持定向的.此时， 

卜 …、 { n 2v u^ + v 2 -l\ 

^ V) =iP2{ ^ V) = [u2^^^ V{t 2 + ^~V~U^V^l) 

{ 2u 2v 0 + 护 — 1 、 

~ \ il a + t? 2 + 1' u 2 + tj 2 + 1" u 2 + v 2 -hi) ' 

因此 

一 X _ y 

现在，球而 s 的秦数表示 A ' 丑 — U 、 C 五 3 和奶 ： T — 的 C 护 
f 盖了整个球面 s 并且它们在球 Iff 5；的公共部分 fA n 的是保持定向 
的，因此球面I：是可定向的曲面- 

例题 3 d 所谓的正则曲 W S 是中的一个子集，井且財干任 
意一点 P ES y 必存在点 p 在於 中的一个邻域 K C 於，以及在矽中 
的一个 K 域 K 使得在 V 和 v n s 之间能够建立一一的、双向都是连 
续的对应，并且後对应 r : £/ 4 vns c F / 本身是，-个正则参数曲面 




r { u , v ) = ( ar ( u 】 t >) T y (? x ，”) T 4 v )): ( u . z ?) e U . 









G 4 第三韋抝面的苐一基本形式 


§32倒题详解 66 


证明：若曲面^有两个正则参数表示 

Vi ns C S 3 , i = l t 2, 

使得 Vi n k 2 ns 找 则在任意一点 pev l nv 2 ns 的附近的两组邮 
纹坐标 （別 和 {^ v 2 ) 之间必定有容许的参数变换. 

证明不紡设上而的两个正则参数表示分别是 

ri ^ tuvi ) =(^ 1 ( ti l 5 ^ l ) T i / 1 ( w 1] ^ i )^ i {^ L S t ' L )), V ( m T ui ) e U u 
t 2 { u - i , v 2 ) V ( u 2! v 2 ) 芒 U ^, 

那么在点 P 的附近有 

^ = X 2( U 2, V 2), 

y = = ^2( U 2 , V 2) } 

z — m )= 勿 ( us ■板) , 

Mm ) 是正则参数表示的条件是 
dyi dzi 


dui dui 
dyi dzt 


dzi &3：\ 
dui dui 

dx \ 
dvi dvi 


5 tj ] dvi 

同时 r 2 { u 27 v 2 ) 是正则参数表示的条件是 


5 y 2 dz ^ 
duo _ 

d %2 

V 2 dV 2 


du ^ 

%2 

dvi 


dz 2 dx 2 
du 2 du^ 
dz ^ dX 2 

& V 2 


dx\ 

%i 

dui 

du\ 

dx\ 

dyi 

dvi 

dvj 

d^2 

dy<i 


du 2 

dX2 

dy2 




dv 2 




弁且它们分别是曲而 s 的非零法向 ii 场，所以在这两块参数曲面的 
重益部分.这两个法向 M 场处处只差一 个数垃 因子.不妨设在点 P e 
Vine ns 的附近有 


• I ' m ) = 


dx \ 

加 1 
缸 ] 

dv \ 


%1 

5 w .]_ 

%i 

dv ] 


7^0, 


_ 而-也有# 0. 由皮函数定理得知，在点 p 所对应的参数 
[ t £ o , v 0) 的一个邻域内存在 H 次以上连续可微的反函数 

wi = f ( x , y ), v t = 


它们满足恒等式 

vi )) = w lr ^{ a ： iOii ， tii ) T y ] ( wii ^' i )) ^ ^ J - 

干是曲纹坐标 — 。和細的雜是 

Ui = f{^2(U2^2)ty2(U2,Vt)), Vi - J?(^2(^2,^)^2(^5 5 ^2))■ 

很明显， ® 地 ，仍 的三次以上连续可微函数，并且参数变换的 
Jacobi 行列式是 

= d [ f , g ) d [ x2 , y2 ) ^ 叫❿) ( 咖 H ) 丫 1 , 

沒 (u 2 l w 2 ) d{x,y) d(u 2 ,v 2 ) 0(u2, v^} \d(ui t vi)J 

面此在点 P 附近从 _ 纹坐标 Ohh ) 到 （ w , 巧）的变换是容许的参数 
变换， 

正则曲面是二维微分流形的例干、曲面的每一个正则参数表示给 
出了曲断上的一个局部翌标系，而局部坐标系之间的变换就是上面所 
说的容许参数变换. 

例题 3.5 证明；一个正则参数曲面是球面的一部分的充分必要 
条件是，它的所有法线都经过一个固定点 * 

证明 必要性.设正则参数曲面 S \ r = r { u ' v ) 落在以 c 0 为中 
心、以 H 为半径的球面上，所以 

( r ( u ^) - Cu ) 2 — R 2 , 

求微分得到 

dr ( w ， v ) ■ ( r ( y ^) — c EJ ) = 0. 





郎 第三幸曲兩的第一基本形式 

因为如年意的切向 fit 所以上 断的式 
子说明 r(K ti) _ c 0 是曲面5的点 (u,v) 处的法向量.设 1 

^(li! u) — Co = ] 

# : I 

其中 n(u,v) 是曲面 .9 的点 (u,v) 处的单位法向 《■ 将上式变形得到 

r(u,v) + = c 0l 

这就是说它的所有法线都经过一个固定点 C() . I 

反过来，假定曲面 S 的所有法线都经过一个固定点％即存在函: 
^ X(u, v) 使得 I 

r(u, v) + Af jz, 咖 (u, i;} = c 0 . 

这足-本题证明的关键步骤.下面要 iE 明 A(. u> v) 是常值函数. 将上 式分 
别对求偏导数得到 

r u + Awnx "I - w — r 1, jj ^ A Tt ^ "I - A-^ I Tji — 0 - 

因为 r a , r J ; 足切向 又因为单-位向 M 函数 n 的偏导数必定与它 t| 
身正交，因此用71号上面两式分别作内积得到 A u = A,, = 0,这说明 
X { u , v )^ X 0 . 由题设假定得到 I 

H ^ v ) — co = AonfUj - y ). 

因此 \rl%v) - - (常数),即该曲面落在以 Co 为中心.以|心| 

为半径的球面上， 1 

例题 3.6 证明，旋转而的法线必定与旋转轴平行或 相交； 反过 
来，如果…个 IE 则参数曲面的 所葙法 线都与一条固定的肓线相交，则 
它必定是旋转面， 

证明必要性是明显的.假定曲面 S 是 Ou 平面上的一条曲线 C 
围绕 >轴旋转产生的，设曲线 C 1 的方程是 (/(u)，M ⑻)，#㈦# 0,它 


§3.2 例超详解 Q7 


的谁线在该平面里，£1不与^釉平行，故它和 >轴相 交， 我们只要证明 
曲线 C_ 的法线是曲面 S 的法线就 行了. 在曲线 C 上任觉固定一点 R 
它在读点的切向量是 (/>W ㈤)，因此法向量是 (- g ^. OJ ^ u )). 
经过这一-点的平行岡的参数方程是 if ( u ) cos t 1 , f [ u ) sin 其中 f 
是绕 2 -轴的旋转角，它的切向童是 （-/(tOsini/fiOGosi^O)， 因此该 
平行圆在点 P 的切向量是(0，/⑻(也就是取 v =的.很明显，曲 
线 C 在点 P 的法向世卜〆(_办0,/»)和经过点 .p 的 f 行圆的切向 M 
(Oj(n) t 0) 是彼此正 交的， 这说明曲线 C 的法线是曲面 S 的法线.在 
= 0处 3 曲线 C 的法线与轴乎行，故曲面在该处的法线也与 
；5■轴平行. 

若要通过计算证明必要性 t 可以假设旋转面 S 的参数方程是 
r - ( f { u ) cost?, f [ u ) .siiu;, g ( u )), f { u ) > 1L ( fiu)f +- 0 /㈤ ) 2 # 0, 
分别对％ v 求导得到 

r u = C/ J (ii) C 0 &v, v,g f (u)}, r v = (~f(u)smv, f(u) cosij .D), 

它 们的向 M 积是 


r u ^ cos v , -/( uyiu ) aiirn , /(^/'( u )), 


因此单位法向世是 


该曲面的法线的参数方程是 


(~V ㈤ COSV, i/M smt% ,(>)>■ 


r —( fcosv ^ fshw . g ) 



其中 A 是法线上的参数.若/㈦= 0,则该处的法线与 >轴平行.若 


作）一 0 ，取 

/{u)^(/W+ W(u)f 

一 7 M ™ 
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则在法线上的相应点的坐标是 

㈤ 十 


/ W 尸⑻ 


它落在 公 轴上，即该 ttfls 的法线皆经过 z - m . 

充分性的证明需要发挥-点几何想象力 . 不妨假定曲面6’的.所有 
法线都经过;2 -轴，/!! 一个通过轴，并 fL ~ f - 西的央角为 i _ 的平 

面槺曲面4其截线的参数方程可以假设为 （ ucosisusmu , ^{ w , u)) s 
就是说该截线上的点到轴的距离袋 U ， 到面的距 离是此 ^吐 
这 Mu 是诙截线上的参数， u 是任怠 的固定现在耍证明 ：函数 
f 办.…与 I 无先因而该鉗面5就是一个旋转而 i 很明被，当 t ‘变化 
时上丽的截线就扫出曲面 S ， 囚此曲面 S 的#数方程是 ] 


r = (u cas^y, usin v : gi_u, v)) t 

参数曲线的切向量是 

r u = (cos i?，sin r i: — (—usiiiu ? ?x cos % tj v ), 

曲 Ms 的法向 M 是 

r %t x r v = (Sv sin." — ug u ms v 3 — g v con v - ug u s\n v , u ), 

故酣面 S 的法线的参数方程逛 

( Xg v sin v + ai l \g u ) cos - Xg v cos v ^('1 - Xg u ) sin?;^ + Ati) T 

其中 A 枭法线上的参数，已经假定曲面 S 的所有法线都经过 : Mlt], 所 
以存在函数 X { u , v ) 满足方程 


Xg v v + w(l - Xg u ) cosu = 0 T — \g v cos I - Xg u ) sin v - 0, 

即 


A^ti = 0 n ii.[l — X (/ u ) = 0. 
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由此 得到 1 

A = 〆 0， ff tJ ^ 0 ? (^{ u , ^ ■ 

ffu 

_ 毕 * 

例题 3 ,7 假定在方程 

[ ^ y 3 z 2 _ 

i a-A + 6- A + e - A 

中，是常数，并 a a > b > c ， A 是参数，当 A e (-.= o ie ) 时， 

方程给出-族椭球面；当 Ae ㈣ 时 3 方程给出一寒单叶双 曲面； 当 
W ( ha ) 时，方程给出-族双叶双曲面.证明：经过空间中不在各坐 
标面上的任意一点有 E 只有分别屑干这三族曲面的三个二次曲面，井 
且它们沿交线是彼此正交的 ■ 

证明 题没方 程可以改写成 


I 2 (5— A)(c^—A)(c- A)(ti — A} — (ci — A)(c —A). 

蔟定点不在各坐标面匕因此 : k # o , y / 03 > tL 命 

(? W)-^(fc - A)(c - A ) + y 2 { a - X ){ c - X ) 

+ z \ a - X)[b - A ) - {a - X )( b - X ){ c - X ). 




当 _A = c 时》 /( c ) = z~(c — a)[c — b ) > 0; S A = fc 时， f ( b )= 
tj 2 (b - a ){6 — c ) < 0; A = a 时 3 f [ a ) = x~(a — 6 )(a — c ) ；> 0; 当 
X — -oo 时，显然有 f [ X ) i - oc . 巾此可见，方程 /( A ) = G 在下列各 
Kn (- x >, r ;) 5 ( C ) 6), ( b , a ) 内分别有一个根 ，记为 A 。 入 2 , 心,它们分 
别对应于椭球面 ^叶双曲面和双 

一般来说_ 因此, 经 
过点 y T 的 i 个向错分别是 」 
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( ^ y ^ \ 

- f b - A3 c — A3 / 

现在要证明这三个向 M 是两两正交的.由于这三个向 M 的表达式是 
似的，我们只要以第一、第二个向世的正交性为例进行证明.对应尚 
二次曲面的方程分别是 

x 2 y 2 z 2 _ 

a - J ^ 一 b^Xi ^ c _ A ; J 

丄 + i + 丄 =1 . 

g — b — 

将这两个方程相减，并且利用 - A 2 ^ 0 得到 

x 2 y 2 z 2 _ 

(a - ^ i)(a ― A ^) + (石 - Ai ) (& - A2 ) ^ (c - Ai)(c - A ^) 


q _ b ~ Ai c — A ] 


)■( 


Q> _ b — A2 C — 


证毕， 

例题 3. S 我们跅研究的曲 面除了 表示成正则参数曲面以外，还可 
以表示成二元函数 2 = f ( x iV ) 的图像，以及表示成点的坐标 ( x iV . z ) 
所满足的方程 F ( x y y , z ) = Cj 其中假定偏导数 dF / dx , dF / dy , dF t 
不全为零. 证明： rth 面的以上三种表示是等价的< 

证明 B 知正则参数曲面是 

r =(咖， u ), 咖 tr )] jE ( w )) 3 ] 

其中分址函数幻是三次以上连键可微的，并且 
„ LJ „ _ ( d brp ) 9(^ y )\ „ 


x r ： 


li ' I) 


d [ u t tiy 9( u ’ t ) ’ d [ u ， v ) 


卢 （L 


不妨假定 


%^ %|加 
cs^axlSL 
= 

ijr \J» 

y V 
HI 屮 

/IV /—Y' 
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I 据反函数定理，在任: S 的固定点 〔nya) 的充分小的邻域内存在二 
次以上连续可微的函数 u = g(x f y) 使得下列恒等式 成立； 

f { x ( u , v ), y ( u , v )) = u , g ( x ( u , v ) t y ( u , v )) = v } 

巾 此可见 T u = /(A 幻， U = y) 是容许的参数变换 3 代入曲面的参 

数方 程得到 

r ^( x ( f (^, y ), g ( x , y )), y ( f [ x , y ), g ( x : y )) r z [ f ( x , y ), g { x , y ))) 

I 二 (n ^ C/(^ T 

所以读曲面是函数艺 = 的图像，命 

F(x,y,z) = z - zUi^yy.gi^y)), 

则该曲面上点的坐标 （3VJM〕 满足方程 Ff^.y.z) ^ 0 ; 并互 

dF dF\ 

\ dx f dy : dz ) 

(dz df dz dg dz df dz dg \ 

\ dn dx dv dx' du dy dv dy ' J J 

反过来，假 定曲面 上的点的坐标满足方程 


F ( x ^ z )^ cm ), 

其中 F (^ z ) 是三次以上连续可微函数，并且总的各个偏导数 

d £ dF ^ BF 
dx ' dy ， dz 

不全为岑.不妨设 ^ 笋【)，则根据隐函数定理，在点（邱，加）的充分 
小的邻域内存在三次 t 上连续可微函数^ = h [ x , y ) y 使得在读邻域内 
有恒等式 

Fix . y . hix . y )) = c , 
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即函数£ = h ( x ， p ) 的囿惊 上的点的坐标 ( x . yjl ^. y ]) 祿足曲面的: 
裎.由此可见，该曲面惡函数 z = 的图像^它也可以表 示成: 

数方程 

( x t y , h ( x } y )). 


v 


很明显 


X Ty 


dh 


dh 


/ O , 


故这是一个正则参数曲而.证毕 t 

例题3+9求旋转面的第一基本形式 . 


解旋转面的参数方程设为 

r - r{u, ij) = (/(h) cos u, f[u) siti i% s y(n)). 

其中 f [ u ) > 0, 产 ㈤ + S r2 (uJ >0, 因此 

= {flu) cos V, f f (u} Shi tj,ff r (u)) t j 

T v — (—/(tl)smtf, f(ll) COi>b\ 0] T 

所以 

B ^= r .^- r u = f i 2 (u) ^ g a ( u) t r v - r v = 0 } G = r v > r n = f 2 { u ). 

它的第一基本形式是 

I = (f 2 M + g^iu^idu ) 2 + f 2 (u)(dv)\ 

因此在旋转 而上 仏曲线和线构成 E 交参数曲线网_ 

例题 3.10 设球面的参数方程是（参卷例题 3,3(1)) 

_ / 2 u 2 v u 2 + V 3 - 1 ^ 

r i ; 2 + 1 ! + t / 2 + 1 J li 2 + u 2 + 1 / 

求它的第一基本形式. 


解.求偏导数得到 


r » = 

Tv ~ 


2(—u. 2 -h^u 2 + 1} —4 u ， l_ 4ti 

(u 2 4 v 2 4 1)- ' (it- -I- + I) 2 ' (ti- + v 2 + 1) : 


-Auv 2(n 2 _ tj 2 十 1) 


4 v 




因此 

4{(—ti 2 + v 2 + l) 2 + 4 u 2 i> 2 + 4?i 2 ) _ 4 

T 、 工 ^ —(UO _ +T )、 _ + W + 

4(4u s z jS + (u^ — H- 1)^ + 4i; 3 ) 4 

Ti (Zl 2 + y 2 + 1” (u 12 + V 2 + l} 2 ' 

-8-fiu(-i/ 2 + + 1) — - d + l) + 16uu 

、 =*~~^ ^ 0 - 

因此，在球面的这种参数表示下的第一雄本形式为 

1’ 4{{ du ) 2 + ㈣ 2 > 

| ( U 2 +If 2 + 1 )2 _ 

这是球面度紕的十分里要的表达式. 它与平 而度 M 差一个 因子. {^ v ) 
是球面的等溫参数系. 

例题3,11 求曲面上参数曲线的二等分角轨线訢满足的微分 

方程 * 

解 没正则 参数曲 Ifif S 的参数方程; a r = r(u,v), 它的第一基本 
形式是 

I — E(duf + 2 F dtidi 1 + G(d 没)' 

在甚底下，心曲线的方向向是 [1,0), ^曲线的 V /向向姑是 
(0,1). 假定参数曲线的二等分角轨线的方向向量是则它与〜 
i 线的夹角余弦是 


E = T ' w . ■ 
G ^ r v - 
F - 


Edu 4- Fdtf 

\^E^/E(du}^ ^ 2Fdu.dv + 0{dv)^ 
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它与 ^曲线的方向向 M 的夹角余弦是 

_ Fdu -H 

VG ^/ E{duy + 2 Fdudv G ( dv ) 2 * 

因此参数曲线的二等分角轨线的方向向讪 { d ^ dv ) 应该满足下列方 


石 chi 十 FdtJ 

^ 7 e ~ = 

由于-户 >0,化简之后得到 


Fdti + G<\v 
y/G . 


{^fEG^F)~ = ±(VEG^ F)—, 

VE6.u ± VOdv — 0 . 

上面的方程有一个 s 观的几解释 T ■^曲线的单位切向 m 是$ 

而■^曲线的单位切向 M 是所以它 ( n 的夹角的 t 分线的方向向报 

是^ (如冰） = 丨这就是上而得到的结果 ► 

例题 S .12 在球面上求与经线相交成固定角的轨线的方程. 

解由十现在要求的畏与经线相交成固定角的轨线 3 因此将球面 
看作旋转面写出它的参数方程比较方便，设球丽的参数方程是 

7*(1^ = (a cos u cos v , a cos u sin u , a sic i /), 

对它求偏导数得到 

^(-^asLtiti GOSi；, - a sin it sin y, a cos -k.), 
r>, — {- a c；™ ?; sin u, d vi cos p 0), 

因此 


E = r TI - r u ^ a 2 , F = r u = 0, G = r v - r , 


2 3 

a cos u . 
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# 据球面的参数方程，其经线是 infill 线,它的切方向是(^,^) = (1,0). 
gg 球面上的曲线「的切方向是 ( du : dv ), 它与经线的臾角余弦足 

„ £?dti + Fdu 

C03 & = — ^~ _ _ _ == 

y / Ey / E { du ) 2 + 2 Fdudv + G { dv ) 2 
du 

^/( d - u ) 2 + cos 2 u ( dv )】 1 
所以曲线 C 所满足的微分方程是 

c 2 ( du ) 2 = ( ckt ) 2 - hcos 2 t £( dti) 2 j 常数 c 2 > 1, 


醉力 _ 程得■到 


U = ± vc^— 1 




( ：： OS?i£ 


士 ^ -1 It 


1 + sin u 
COSti 


+ Ci 


± \ j 分- 1 lu (tan 


例题 3.13 改写曲面 

T = (ucos^, UEiillA ti 十幻 ) 

的参数方程，使得它的参数曲线网是正交曲线网， 

解 在理论上已经知道，在曲面上存在正交的参数曲线网；但是， 
在实际上，由于连续函数的积分来必有初等函数的表达式，要找到正 
交的参数曲线往往是不可 能的. 本题厢干能找到正菱 i 数曲线网的 
那种情形.先求它的第一基本形式.求偏导数得到 

r n = (cos smt>, 1) T r u = (—■1), 


E — r u - = 2, F = r u - r v = 1, G ; + 1 ： 

它的第一基本形式是 


I = 2( dtt ) 2 + 2 dtid ?; H - ( ti J 4 - l )( dv ) 2 , 
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对它进行配方得到 


1 = 2 I dti + -dv 1 + I ir + - ] (df): 


U = U +P S = 


则曲面的第本形式成为 


2(而尺+ 金 ) 〔山1广. 


曲面的参数方程成为 

”=((&_■) COS。, (5 - 备 ) sinu,ii + ^ „ 

其参 数曲线 网是正交曲线网， 

若取另一种配方的办法也可以.设把第_ -基本形式配方成为 

2'u a 十 1 2 2 { du , \ 2 

= ™_ (du) +{u +l) !^_ + dv \ s 


u = ix, v ; arctan u -(- 


则曲面的笫一? £ 本形式成为 


2 二二 1 ㈣ 2 +妒十 W 啡 )' 


[ td 酣的参数方程成为 


r — (Ttcm(i} ， arctan u). u sin(t' - arc:tan ?}), {j + 公一 arctarLw), 


其参数曲线网是 IE 交曲线网. 
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例题 3,14 证明： 螺旋面 r = (■licos v. jisint% u + t») 可以和一个 
旋转 面建立保长对应， 

' 证明上面的例题巳经给出诙螺旋而的第一基本形式 

I = 2{ 知 ) 2 十 2dwdu + [u 2 + 

如果该！*旋面能够和 一 个旋转 面建立 保长对应，溢要在廣螺®:而]1建 
立正交参数曲线网_并且使得在该正交参数曲线网下的第一类基本量 
只依赖 一 个参 数， 而 L JS —个#数无关（参着'■例题 3 .卟在例题 3 ,KJ 
中巳经以两祌方式给出这个蜾旋面的止交参数曲线网，其中第二种方 
式符合我们的要求，取 

■ 

u = u-, v = arc tan iz + 

则曲面的第一基本形式成为 

I = p(dfi)* + (f + 

根据例题： i 及设旋转面的参数方程为 
r r = — (/( u ) oosti , f ( u ) sin v , g ( u ))^ 

其中 /( ci ) > o f 产⑻十 ff ，) > a 它的第一 基本 形式是 

f r = (/，) + g^jdu)^ f{u)(dv)\ 

要使 i = r f 只要命 

严 ㈤ + /W = g -:】 1 ., 尸(甸 = 5 2 +1, 

i 不妨取 

[ /(^) - V ^ 2 + li /» = 」 ， > fl '( ti ) ™ L ^( fi ) ^ u . 
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这样，我们得到所要的旋转面 J& I 

r = {\/u 2 + lcost), y/u 2 +Tsm{f,ti). ■ 

这个旋转面和已知螺旋而是保长的，保苌对应是 

u — u r v — arctart u + u. 

例题 3.15 试建立球面和圆柱面之间的保角对应， | 

解设 S 是半径为 a 的球面，豆 是半径为 a 的画柱面，它们的 ; 
参数方程分别为 1 

r — {a. cos v cos a coav sin w, a sint?) ? 
r = ( ftcosfz , asin : i , a €'). 

经直接计算得到它们的第一基本形式分别为 I 

I = a 2 cos 2 u(du) 2 + a L '(^) 2 - a 3 cos 2 v ( [chi〕 2 + - * [d^j} 2 ] 

\ cos 3 v ) 

i - 公 ) 2 + a 2 ( d ^) 2 = c 2 (( du ) 2 + ( dCr ) 2 )- 1 



则上 W 给出的映射 a : S -> S 是保角 对应.七 述映射称为 Mercator 
讎， I 

很明圆 tJ ■: 面 § 和平面遥保校的，球面通过 Merottcir 投影和 
平面建立保角对应 > 所以这种方法常用于描绘地图 . 

例® 3.16 设莨纹面 S 的参数方程是 r = a ㈤ + ul ( n ) t 址 明： 
s 是可展曲面的充分必要条件是，向 M 函数 a { u )' i [ u ) 满足方程 


(a J ⑻ f /⑻， i' ⑻）= Cl. 
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I 证明对直纹面 S 的参数方程求导数得到 

r u — a ’〔 w ) + vt ’ iu ], r v = 

因此曲面^的法_量是 

! r u xr v - x ?(u), 

如果 J5 是可展甜面 * 则在 I [母线上的任 S 两个不 M 点 ( u , vx ) ^\ ( u , v 2 ), 
其中^ # 如，曲面 S 的法向世应该互相平行 ，即 

I ( a r ( u ) + Vif ( u )) x l [ u ) U {( L f ( u ) -h x t { u ). 

根据向 tt 的双重向 to 积的公式 

[ax b) x e = [ti ， c)b _ [b ‘ 

我们有 

0 二 (( 这 》 + W(Tt)) X i(u)) x [{a\u) + X l{u)) 

f =( a » + 壮 i 广 ㈤ ） •（( o /( u ) + x 

=(a» + vi {u、' o^(u) + 切 /» i(w))f(i!i) 

I =(vi - ^2}( a r ( u ), i ( u ), r ㈤) f W . 

由于 （ Ui — «2)咖)一 Q， 所以 ll 式末端的混合积为審，即 

( fi ' ㈤ ， t ( u ), i '[ w )) = 0, 

上钳的论证过程是可逆的，因此上式也 S 直纹面 S 为可 展曲面 的充分 
条件， 证毕. 

例题3,17求单参数平面族 


x cos a -h si]i a — zsincii — I 



ao 第三章 曲由的苐一基本形式 


的包络_ 

解命 


F (: n a} = j: coso 4 - yanio — ssmti - 1, 


( ■ L " ] ^ ■ 


-x^-iua — ij cos a - z cos ^ 


将方程组 F - 凡 = 0 中 的参数 a 消 去得到 

P + 0/- 心丄 

这是一张柱 iilL 屈于可展曲面的-种，写成参数方程的形式是 

r = (cos n, sinu + y,-y) = {qDSti,sin w. s 0) + y(0,1,1). 

例题 3-18 考虑依赖两个参数的肓线族 


3 = 菖艺 + u. 


If = v ^ + 


其中 ht / 是直线族的参数， 

( 1 ) 求参数 U 和 V 之间的 一个关系式，使得由此得到的竽参数 
线族枭一个可展曲面的直母线族 i 

(2) _定相应的可展曲面的类型. 

解 把上面依®族参数 [ u , v ) 的 直线的参数方程写成 

r = -卜“屮奴， 1 〕. I 

假定有函数关系 u = f ( u ), 使得上面的单参数直线族张成一个可展曲 
面.此时，准线为 Mu )=(^ ㈨ ，母线的方向向 flSi ⑼= 
h / w ， l ), 它们应该满足条件 

f ( u ) u 2 Q I 

⑻）= u f ( u ) 1 , 

1 fM 0 


即 


§3.2 例題评解 81 


J r 2 ( u ) = u 2 , f ( u ) — u t 


1，= /( U ) = y - 


-对应的可展 _ 面是 


{ V .2 til ? ' 

■M} 十 + 了，了 + T ，f 


2 % 
n ts J 


— f 0 ) + t u, — , 1 


[&线的方向不是确定的，即 
㈣ X l ! 、 u) ■二 (1) X (L«,0) = (-u ， l ， t) # (1 彳 

靳以 它不是柱对它作准线变換 


o.(i(i] = a(ii) H- A('^)J(t(.). 


厶’ ㈣ + A ( u ) i '( u } + A ’( ti ) 咖） 

K - + A ㈤ (l ， .u,0) + X(u)(u, 1 j . 

若取 A ( ti ) 则上式成为 

S /( u ) = 

这说明读曲面是曲线 Wu ) 的切线 W , 即 

r(u } t) — d(74) 十(卜卜 u)l{u) = a(w) — (t + yjc^u), 


其中 


咖） 


u 2 KX 3 


例题 3.19 设正则参数曲线 C : r = r ( $ ] 的曲率 k 和挠率 r 都 
不是零，它的 French 标架是 { r [.^); a ( js ) 5 ^(5}，7(^)}. s 是弧长参数. 








82 第三章 曲面的第一基本形式 


(1) 求定义在该曲线上的向 tt 扬 

= a ( s ) + A (咖 ( s ), 

使得以 c 为准线，以为方向向 W 的 直纹面 是可展曲面. 

⑺ 证明 * 该 可展曲 面是柱丽的充:分必要条件是 k / t 为常数. 
解 U ) 求纟(4对 s 的导数得到 

f ⑷= ( K ㈤ -冲 Ms )) 芦 ( S ) + Y (咖⑷. 

因此，直母线方向向 M 给出可展曲面的条件是 

tr ㈣ l ( s ) J r ( s )) 

=(Of(s), a(s) + A(5)7(s), (h{s) - X(s)r(s))f3(fi) + ^(s)^(s)) 
=- 入 (s) ( 咖)一 A(s)r(s)) = 0 3 

BP m = 繫 y 所求的直母线方向向 tt 是 

Z (^) = u { s ) H - ^ 1 ^ 7 ( 5 ). 


( 2 ) 要这个可展曲面是柱面的充分必耍条件菇 


_有确定的方 


向*即 Hs)x 1(^ = 0 . 直接计算得到 


1 、、 = +) 削十(韻 ）*) + 黑 C - tO)M 和 (_) 7(4 
t /{ s ) xi [ s ) =( M ) 7(s)x ( a(s)+ ⑷) = (黑)、(外 


因此诙可展曲面足柱面的充分必要条件是 
数.证毕， 




小 ) 


为常 


§3,3习题 


§3.3 习超 S 3 


K 3 丄考虑方程 

r — (-ucos y , usinv , \/ k 2 — u 2 )' > 0, 0 < u < L 

这 .表示一张什么曲 w? ^曲线和 i> 曲线各是什么样的曲线？参数 m 
的几何 意义是什么？ 

I 3.2. 下面的每个参数方程（组）备表示什么曲面？ ^曲线和■^曲 
k# 各是什么样的曲线？ 

( 1 ) ^ — aiu + biV + Ci, i = 1 , 2 , 3 ： 
p ] r = coa 12 ,. k witi ii , v )^ k > O ' 

(3) r — ( kcoBU } kmnn t b { u 十 v )), k > 0. ff ^ 0; 

(4) r- ( f ( u } T ff ( ulvl 其中 /( w), 是 u 的连续可微函数， 

(5) r = (ucoff t ?, wsin u , kv ]， k > Q } u > Q ; 

㈤ r = (u. Arttt 1 )! k > 0; 

( 7 ) r = (k t : oaii cob t 1 , k cofi?i sm y , k sitru ), k > 0; 

⑻ r = ( a . c：os u cos l 1 , h cos u sin v . rsjlrL a )' ct > ^ > c > 0, 

1 3.3. 求巾 M 螺旋线的主法线所构成的曲面的参数方程.这是-张 

什么曲面？ 

[ 3.4. 写出双曲抛物面 2 z =^-^ 作为直纹面的参数方程， 

:已知空间中的四个点丹 (1 < i < 4 ) 的坐标是 ( x ^ y ^ Zi ), 经过 
线段 川朽与 pm 上有相同分比的点作直线，所有这样的1：线构成一 
个直纹面，写 Hi 这个宵纹面的参数方程+考察该肓紋面是正则 参数* 
面的条件. 

1 3iS. 求正螺旋面 


r — (u cqsv’u sin . 1 ; ， fru), 6 ^ 0 








S 4 第三章齒面的第一基本形式 __ — J 

4赃而 ( h 产切 2 = a 2 的交线的参数方程，并求它的«率和挠萌 j 
3.7. 设 C 是圆柱面 { x - if + y 2 = i 与半球面^+^+2 2 = 4, z^M 

的交线，求它的雜方程和曲率、饶率 ■ ■ 

18-巳知 fif ®6 WS 是 _ 

— I 

其中 /(W 是〃的连续可微函数* II I 

(1) 这是什么 曲面？ 试将该曲面的方程表示成 Mongo 港式 D 

F ( x , y }^ 1 I 

(2) 求该曲而沿-条 K 母线上各点的法线所构成的曲面的方程； 

这是什么麵？ I ! 

3.9 .已知曲面的方程是 || 

r — { ti ^ osu , usim / M ), 

其中 /(W 是 w 的连续可微函数 T I 

(1) 这是什么曲面？试将该曲面的方程表示成 Monge 形式 z =? 

F [ x y y ). I 

{2) 若该# 面是 直母线与它的旋转轴夹角为 a 的岡锥面_ 写出 

的方黾 1 

；3.10,证明：一个正则参数曲面晶锥面的充分必要条件是它的所有 

切平面都经过一个固定点 . | 

3.1 L 证明：曲面”二 fu ^. -) (常数 a > 0) 的切 T - 面和三个坐 

\ UV } 

标乎面构成的四面体的体积是 常数. l ! 

312. 试在曲面; = 1 上求与平面 4i - + 2s 0 平行的切平 

面的方程. j 

3.13 .设 S 是圆拖面 r 二 ( vcosu . v ^ inu . v ), C ^ S 上的一条曲 
线，其方程是 w = V 5 *，v = e l . | 


( 1)将曲线0的切向世用 r ut r v 的线性租合表示出來； 

| (2) 证明： C 的切向 M 平分了 L 和、的夹角 - 

■ 3 . 14 ■求 VWiani 曲线 

r + costi )’ A : sirm ，2 hsin 备 ) (fc > 0) 

的切线面与平面的截线的方程， 

[ 3，1&求下列曲面的第一基本形式： 

(1) r = (it cosv ,^ sin v , f ( v )}\ 

(2) r = (■ ucostJ ^ smv , /( u ) + au ), 其中 a . 是常数 ; 

(3) r = (pticosu^Ltsin tJ^rtpcos* v + p,q 是常数 T 


3.16. 设球面的参数方程是 


2n 


2t.' 


I — u 2 — 


1 + .£l 2 + tf 2 : 1 + U 2 +V 2 ' 1 + U 2 + V 2 


求它的第一基本形式. 

3.17. 求 T •面在极坐标系 ( r , 0 ) 下的第 - ，基本形式.并且求平面上 
曲线 r =咐）的弧长的表达式，以及该曲线与曲线没 = A (常数）的夹 

角 f 

3.18. 在曲面 

r — (izcost;, sjnu 7 u 2 /2) 

上考虑经过原点 o 二 (0,0,0) 的线 V = 求该曲线从原点0到任 
意一点 u i 的弧长 - 

3 19. 设在曲面上一点由微分 du , dv 的二次方程 


P ( tt n v )( du ) 2 + 2 Q ( u T v)dndv + R ( n t v )( dv ) 2 = Q 


2 


确定丁在该点的两个切方向，证明；这两个切方向彼此正交的充分必 
要条件是函数 开满 足方程 


ER -2 FQ + GP = Q , 





其中尽 C G 是曲面的第一 类基本 M 
3.20. 考虑球面 


上的曲线勿= a 求该曲线分别与曲线 t = 如 （常数）和曲线 u 
(常数）的夹角. 1 

3 2 1.已知曲面的第一基本形式为 I =(如) 2 + ( u 3 + a 2 ){ dv ) 2 . I 

⑴求曲线 Ci : u +u = 0与: u u = 0的 交角； ■ 

⑵求曲线 Ci : = av 2 . C2 b . u = - av 2 和 C：j : u = l 所围成的 

边三角形的各个边长和各个肉角； 1 

⑶求曲线 h = av t C 」2 : u = — OV 和 C 3 : u = 1所围成的曲功 
三角形的 面积. I ] 

3.22_在第一基本形式为 I = ( dii ) 2 H - sinh 2 ^( dy ) 2 的曲面上，求挑 
线的账. ■ 

3 23-设空间曲线 r = r ⑷以弧长 s 为参数，曲率是啦写出它 
的切线面的参数方程，使得相应的参数曲线构成正交曲线网. 1 

3 24 求曲面『= r ( u , v ) 上分別与 u - 曲线和^曲线正交的轨线所 
满足的微分方程> 


的参数曲线的正交 轨线， 其中 A ： > G 是常数， 

3.26. 证明; 在螺旋 面 r = (u cosu , u sin v f kv ) (k > 0) 上微分方程 

( du ) 2 - ( h 2 + k 2 ){ dv ) 2 =0 的解曲线栂成正交曲线网， 1 

3.27. 设 ffff 面的第一基本形式是 I = E [ du } 2 + 2 Fdudv + G ( dv )\ 

d 知诙曲面上一个曲线族所满足的微分方程是 Pdu + Q 如= ( L 求曲 
面上已知曲线族的正交轨线所满足的徵分方程 + 1 


讥3习萆 S 7 


3 2 单位球面 r ~ (cqs u cos v, cos u sin v, sin 红）上曲线族 w 十 


v ^ c A ) 的正交轨线 • 
3.29. 已知曲面 


r = 〔sin cos w，sin iu $in t 1 , cos-u + log tan — + 1 j , 

赛:取适当的常数 A 使得下面的两族曲线 

【• sin-Ei + 1) = 0 和 了4 - +v = q 是常数） 

SJU w 

构成正交曲线网， 

3 .30. (1) 在曲 M r = (fccos v sin v , k ain u sin u , k cos i 0 (k > 0) 上求 
平分参数曲线之间夹角的曲线. 

(2) 在曲面 r = (ucos ^ sill + 上求甲-分参数曲线之间夹角 

的曲线* 


3.31, 征明:在悬链面 



r - (a cosh 丈 cos 6, a cosh t sin d ^ at ), — oo < t < oo, 0 < ^ < 2?r 

和正螺旋面 


r — cos ti, v sin ^ j au )^ 0 < u < 2 n i — oo < v < oo 

之间存在保长对应，其中常数 a >0. 

^ 3^^ 证明: 曲面 

r — (afcosu -h cos v) , a(eiti u + sin v )、 b(ti + v )) 

能眵和一个旋转面建立保长对'应，其中常数 a > 0, 6 0, 

3.33. 证明；平面到它自身的任意一个保长对应必定是平面上的一 
个刚体 运动， 或刚体运动和关干一条直线的反射的合成 . 
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^£? 一 基本形式 


§3.3 上 m 的 


3-34# 建立旋转面 
G > ^ 

、 r = ( f ( u ) cosij , /( u ) sin u ? fffu }) 

和平面的保角对应， 

U 5. 给出 fffi 面 P + V 2 = 2 z 到甲•面上一个 K 域的保角对应. 

3 36. 证明：将正螺旋面 S 上的每一点借助于在该点的单位法肉 | 
M 映到单位球面 s 上的映射是保 角的. 

3-37, 判断下 列曲面 中哪些是可展曲面？哪些不是可展曲面？说 
明理由. 

( 1 ) r = ( u 2 + 蒼， 2 u 3 + u 4 十 

(2) r = (cos ^ — (ti + v ) sia v 7 smv -\- (il + u ) cosu .+ 2 v )； 

⑶ r = ( a(ii H - jy) t - t| t 2^1；) ( a , b ^ 0); 

(4) r = (u cas v . u sin t' T sin 2 v ). 

3.38. 确定下列曲面是不是可展曲面？ 

(1) xyz = k \ k > 0： 

(2) xy = (3 — k ) 2 . 


3 . 39 , 证明:单参数直线族 

y = U 3： — u 4 , 


z — 


n z y - ? i £ 


生成一个可展曲面，其中 w 是直线族的参数， 

3-40+ 证明：满足条件广仙= r lit _ = 0的 fltl 面 S : r = 是 

柱面 ■ 

3 . 4 1.证明： Ftl 挠率不为零的正则曲线的主法线族和次法线族分别 
生成的直纹面都不是可展曲 M. 

3 42. 诋明；挠率不为零的正则曲线逊有一个依赖单参数的法线 
族，它们构成一个可展曲面. 1 


^ 3.43, 设正则曲线 C : r = r ㈤ 的 FVeael 标架为 {r ㈤ ; ct{s)^{s), 

4,5)1 S 是弧长参数，曲率> 0 h 挠率 r ⑷= L 求以 C 为准线的 
何 展曲面 的参数方程，使得它的育.邶线是蚶线 r 的法线,并 m 确定演 
对展曲而的类型- 

■Hi- 设 c 是莨纹面 ■? 上与 K 母线处处正交的一条曲线， 由直纹 
Iff] S 沿线 c 的法线又构成另一个宵纹面殳证明： 6 M 可展曲面 
的充分必要条件为 S 是可展 曲面. 

i 3.4 5 . iiE 明；若争参数 f - 面族有包络面，则它必定是可展曲面. 

I 346. 求申-参数平-面族 ah + 2 叫 - h 2 z = 2 a 的包络， 

3.47 + 求单参数 平面族 3 a 2 x - ^ + z - a 3 = Q 的包络. 

[ 3.48, 求单参数球面族 x 2 + (y _入产+ ( 卜 2 Af = 1的 包络， 

3』从求双曲抛物面、二沿翁它与柱面# = y 的交线的切平面 
构成的单参数 平丽族 的包络， 

3-50, 假定两个可展曲面相交成一条曲线 C 5 并且这条曲线 C 亏 
两个可展曲面的寬母线都 正交. 这两个可展曲面在各个交点的 
夹角是常数* 






第四章曲面的第二基本形式 



§4.1 要点和公式 

L 曲面的第一基本形式描写了曲面上与度 M 有关的性质，要推写 


曲面的形状舘要曲而的第二基本形式 ■ 设曲面 S 的参数方程是 r = 
它的申-位法甸 ufe niu.vi 

11 = L ( du ) 2 + 2 Mdudv + N ( dv ) 2 , 


其中 

l~i' =z 7 mb 71 — _ 打 us A = 『 w ■" Tl — jj Hi{j 
fyl ^Lf# ■ — u fc TlfP ■― ~l 1 '^ 1 打 u 1 


由此可见，曲而的第二基本形式涉及 ft 面参数方程的二阶偏导数■另 
外 ； 在计算第二基本形式的系数时，必须要用单位 法向量 •即 


U ) = 


r tl x r u 
r tl x r u 


这一点十分重耍.初学者在计鉢第一基本形式时往往会犯用 h x r y 
替代 n 的错误. 

2. 曲面的第二基本形式的贳观意义是：它近似等于_面 S 上的 
点 p(n,v) 的邻近点 + du ) 到 S 在点 p 的切平面的有向 E 
离的2倍 ，即 


2(r(tf + du,v -f dL') - r(u f t')) ■ IF 十 o((du) 2 十 (dti)^)„ 

因此它与点 p 到点 v 的距离平方之比的大小反映 r 曲面在该点的弯曲 
程度.特別足> 曲断是 TM 的充分必要条件是它的第二基本形式恒等 
于零 ，即 II 三0 , 或 L(u t tj) = 0 , M [ti, v) = 0 ? JV(^, u) = 0 . 
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3 . 曲面的第二基本形式的另一个几何意义是 t 第二基本形式与第 
-鮮形式之 It I 

I L(duf 4 - 2Mdudv + N ㈣ 2 ■ 

T = E [ du) 2 + 2Fdudv + G ( du) 2 ■ 

是曲而在点的切方向 ( du , dv ) 的函数 3 它恰好是曲面在点 p 的 
法线和沿切方向 [ du . dv ) 的切线所张的平面与该曲面的交线在这一 
的相对曲率， i 5 1 


L ( du) 2 4 - 2Mdudv+N ㈣ 2 
E ( du) 2 4 - 2Fdudv + Q ( dv) 2 


沐为曲面在点 v) 沿切方向（如 » _ 曲率.如果设曲面上的曲 
线的方程是 U = u(sl V - v(s), 其中 S 是弧长参数 3 则该曲线的曲率 
向 M 在 ® 而单位法向垃上的投影就是曲面沿曲线切方向的法率，郎 



d 2 T -( n { s ) v u ( w )) 

ds 2 


-n = 
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狹射在某种意义上推写了曲面的弯曲 性质. 设 D 是曲面 S 上的一个 
区域，用 9 ( D ) C 5：表示在 Gauss 映射 g 下的像.在直观上， g ( D ) 
的瓿积和 D 的面积的比值的大小反映了曲 W 在该处的弯曲 

状況. 实际上， Gauss 诋明了 t 当区域 /：«收缩为它所包含的一点 p 
时，上述比值的极限恰好足曲 MS 在该点的两个主曲率的乘积（称为 
_/•伽 1 SS 曲率) S 即 

r A ( g ( D )) … 

I 6. Wcingaiten 映射取： 7^ ^ 定义为映射 g 的切映 
射、即，=在这里，因为 S 在点 P 的切平面和球面 S 在像点 
g ( p ) 的切平面是互相平行的，因此我们把切空间和切空间 
等同起来了， Wd 叫 artcn 映射的 i 要性在于，借助曲面的第一基本 

’ 形式，它和曲面的第二基本形式可以 a 相表示 ， 即 

I ― VF(dr) ■ clr. 


其中 P 是曲线的主法向 M 和曲面的法向址的夹角 T | 

4. 正则参数曲面在任盘一个固定点，其法曲率必定在两个彼此 
正交的切方向上分别取最大值和小值+曲面在一个固定点处沿各 
个切方向的法柚率的最大值和最小值称为曲而在该点的主曲率 7 记为 

达到这最大值和最小值的切方向称为 I # 「面在该点的主方向.这 
个事实可以通过直接什鋅来 ii £ 实（参看例题4句，若曲面在 P 点的两 
个彼此正交的主方向竽位向 M 是 e l5 e s , 对应的主曲率逛则曲 
而在点 P 沿着与主方向 ex 的夹角为0的切方向的法曲率是 1 

K 肩 = cos ] 没十 K 2 am 2 &, 

这就是著名的 Eu ! er 公式， M 

5. 把曲面 ' S 上的点对应到争位球面 E 上由曲面,9在该点的申-值 
法向所指的点，这样的映射称为 Gauss 映射 s 记为 g : S -^ ^ Gauss 


线性代数的理论告诉我们，在欧向 M 空间 V 中任意一个对称 
的双线性形式等冋于该空间中的一个共轭线性变换（或称为对称变 
m , 即对干 K 上的任意一个对称的双线性形式 咖 、，\存在唯一的 
一个线性变换 A : V ^ V 使得 

tp ( u , v ) — j 4( ia ) - v . 

井 E A 是 _ 共轭的，即 乂 (4 4 u A { v ). 特别地， V 上的任意一 
个二次型等同于该空间中的一个 S 共轭线性变换+于是，根据线性代 
数一般埋论，在微分 IL 何中与曲面的第一蓰本形式相对应的，在切空 
间上的 q 共轭线性变换正是#面在孩点的 VVd n gancn 映射.这是一个 
十分重要的结论. 

线性代数的一般理讼还告诉我们，自共轭线性变换的特征值都是 
实数 t 对应于不同持征值的特征向 M 必定是¥相正交的.因此，在曲 
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面 h 每一点的 Wei^garten 映射必定有两个彼此 IH 交的特征方向，对 
的有两个实的特征值.很明 it 这两个特征値恰好是 It 酣在该点的 J 
曲率_而对应的特征方向恰好&两个彼此正交的主方向.这样，求^ 
W 在-点的主方向和主曲率的问 M 就 ㈣ 结为求 W—garten 映 射的祷 
征方向和特征值. I 

1 求主曲 韦和生方向的具体做法如下：设有实数 A 和非岑切向 
董 dr 使得 I 

W (^17*) — — dn = Atlr , 


-( n ir ,fhi — = A ( r lL du + r lP d ' iJ ), 

用〜和分别去点乘上面的式子，则得 ' 

[A £ — jC ) cHi + (A /’ _ A/]cl.^ — Oj (Ai^ 1 — A/) dii • 十（入 CV 〜.) ti u = 0 ■ 

因为 {du.dv) 是上面的线性方程组的 _ f 芩解，故持征值（也就 是主曲 
率） M 满足二次方程（特征方程） 


XE - L XF - M 
XK 1 - XG 一 jV 


0,即 A 2 - 2 XH + K = 0, 


其中 


EN - 2 FM f GL 
~ 2( EG - F ^) ~ 


LN - M 2 
EG - F 1 


根据二次方程的根与系数的关系，得知 q 十 Mi K — « L «2 i i 
以称丑为平均曲率，称 K 为 Gauss 曲率. 

将 M 和 q 逐次代替前面的线性方锃组中的 A , 解出的 ( d ^, dv ) 
就是相应的主方向. ■ 

8,直接求主方向的 方法： 将前面的线性方程组改写为 I 


A(Mti -hFdw) — (Ld-u+ Afdu) = 0. A(Fdu + Gdi；) —(Mdu + jVd-L 1 ) - 0 ; 
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(A . d # o 满足上 W 的线性方程 ， 所以必须有 


EAu + Fd ^ Ldu + Mdv 

= 0， 

Fdu + Gdt ; Mdu + Ndv 

后璽新整理得到便于记忆的形式 i 

( dv ) 2 —dudu ( dii ) 3 

E F G -0. 

L M N 

这个二次方程的解 ( du , dv ) 就是主方向 * 

W 9, 设 G 是曲面 S 上的一条线，如果胼线 c 在各点的切向 M 
七好是曲面 s 在该处的主方向，则称 rth 线 c 是_1 5上的一条曲率 
线,把上面的二次方程中的点 （ KU ) 看作曲面上的动点，则这个方程 
成为微分方程，它恰好&曲率线所満足的微分方程 ■ 

I 在 fill 面上两个主曲率相等的点称为脐点 . 在非脐点的-个兜分小 
的部域内存在唯一的参数系 0' v ) 眩得 相应的参数曲线构成彼此正交 
的 ft 率线网、此时曲面的两个基本形式同时化为最简单的 样子； 

m 1 = E ( du ) 2 + G { dv ) 2 , E = Hdu ) 2 + N ( dv ) 2 , 


其中 / N - 0 , 

10- Wdngarteu 映射在卩 .1 然基底下表示力 




1 / LG- MF 

BG ~ F i ^ MG - NF 



-LF + ME 
HP 十 NE 





ii . 法曲苹为零的切方向称为浙近 方向. 只在双曲点和抛物 
点有渐近方向，曲面上其切方 向处处 是曲面时渐近方向的#线 称为曲 
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面上的渐近曲线.渐近曲线的微分方程是 

L(dti) 2 + 2」Vfdach/ + N(dv} 2 — 0. 


12,曲面上的点按照 C .: 順曲率的符号不同分为椭圆点、抛物4 
和双曲点三类. 曲钳在 这些点附近的形状如同近似曲面，具体情彤 
下列表格所示： 1 




点型， Dupin 标形和近似豳面 


点型 | Gm 既曲率 


mm I . 


双曲点 


抛物点 
(非平点> 


抛物点 
(平点) 



Ditpin 标形 


椅蹈 


两对 共轭 
双曲线 


—对平 

行直线 


抛物柱面 


渐进方向 


近似曲面 




双曲抛物面 两个 






任意的 

切方向 


§4,2例题详解 

例题 4 .1 求平面和圆注面的第_基本形式和法曲率 T 
解设& 是妒中的0町平面，所以它的参数方程逯 

r = (u ，％ 0), 

它的单位法向是 

n = ( M 4)】 

它们的微分是 


dr 二 {l v 0 s 0)dt( + (0 t l T 0)du, dn = (0,0,0). 
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.听以 


= dr ■ dr = (du” + (dv) 2 T A — -dr - dn ; 0. 


由 i 七可见 T 〒-而 在每一点沿各个切方向的法曲率都 是零 
r 设圆柱面&的方程是 

f u . U \ 
r = excite -,^sm -,v ). 

\ a a * 

■■故 / w \ ， 

— ( — sin — .cos —,0] t r v = (0, 1), 

\ a d. / 


r u X r v = fros -,siu -,0J = n r 
\ a a / 


r gj:u = I — ^ oos — . ^ — sin —, 0 ) » ^i£u = = 0. 

\ a a' a a J 


因此 


E - r u - = 1： F = r u ^ r v = 0. G = r v ^ r v 


L — r irJ 〆 ti 


M — r uv ' n = 0 、 jV 


- ii . — 0, 


所以 


法率是 


( du ) 2 + { dvf , 




(dnf 


其中 6> 是切方向和心曲线切方向的夹角- 

注记 . LW 的例题告诉我们，尽管圆注面和平面有相同的第一基 
本形式，因而它们在局部上可以建立保投对应，但是它们的第二基本 
形式 却是不 同的，这反映了它们的外观形状是不同的 ■ 

例题 4.2 —块正则曲面是平面的一部分，当且仅当它的第二基 
本形式恒等于零* 



















迪曲的系二基本形式 


证明定理的必要性在例题 4.1 中已经诋明，现在只要证 明充: 
性成立.假定正则曲面的参数方程是 


r ( W )， 


它的第二基本形式恒等 T 寧 ， W 


L -- r u ^ fi ti = 0 T 


M = ^ T lf , * ， T \| T = Oj 

N = — r v ， n v = 0- 

我们耍证明它的单位法向 tt n 是常向诚场.因为《是申位 Mtt 场， 
故有 

Ij ■ 71 - — jj ^ T*t —■ 0 « 

注意到 { r : r tl , r vt n } 是空间中的标架，而上面的两组式子表明向 
M « UJ « u 在标架 NM T u , r Vl n 上的正交投影都是零，所以 ru . 

能是零向即 

dn — nudw + n v dv = 0 t n — 常向姑 ， 


由于 


所以 


于是 


dr 1 * n — 


d(r - n) = dr n + r * d/7. — 0 ? r - n — 常数， 


r { u ^ v ) n — r (奴 o , 阳) ■ n , - r ^ o .- yn )) -71 = 0, 


这说明曲面落在经过点、以 n 为法向 M 的平面内.证毕, 

例题 4.3 — 块正则 曲面是球面的一部分，肖且仅$在曲面上的 
每一点 s 它的第二基本形式是第一基本形式的非零倍数. 1 
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证明设曲面 S - r = r ( u t v ) 落在以〜为屮心、以常数 K 为半 
& 的球面上> 则曲面的参数方程满足条件 

Wr - ru ) 2 = F ?\ 

对上式求微分得到 

dr * ( r { u , v ) — ro ) = C s 

由此可见 3 u ) - r () 是甜面的法向龍故 

1 

n = -{ r [ u t v } - r a ), 

因此 1 1 

Ft = -dr 1 drt = - —dr - dr = ——I. 

it H 

反过来，假定有处处不为零的函数冷 M 士使得曲而的第二基本 
形式和第一基本形式满足关系式 

I = c ( u * V ) ' I , 

将上面的关系式展开便得到 

I (L - cJ ?)( dti ) 2 + 2 (M - cF ) dudt ? 4- ( A r - cO )( d ? j) y = 0. 

对于任意一个面定点 { u ^ vl 上式是关干 ( du ^ dv ) 的悼等式：因此 

L { v ^ v ) = cfu , v ) E[Ui t ?}, 

= r :{ u t v ) F ( u 、 i }), 

N [ u , v ) = c(iij ^ G r ( ti p u ). 

根据第一类基本 Ji 和第二类基本站的定义 ， 上而的方程组等价于 

( n u + C 7 V ) r u = d , 

{ n u + cr u ) - jv = ( tk . + ^ u ) - - 0 'i 

( n v + cr v ) =0. 
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在另一方面，因为 n 是单位法向 M 场，所以 1 

( n Tt + cr u } n = ( n v ― cr v ) - ti = 0, 

rn =F 是空间 E 3 中的标架，而上面的两组式子 表明剛 4 

n u + cr, Li 7 i v 1- cr v 在标架向 ti t \,; n 上的正交投影都是零，所以 
'+cr w ,T^+ ct \， 部是零向世.即 I 

打以 + (’r 从 = 0 ， ？ "Iij + ^-^tt ~ 0^ 

将最后面这组的两个式子分别对 At/ 求导得到 I 

n UT + 『if . 卜 T 71 ITU ^TJ 11 H - CT 1 Jtfi ― t ) , 

比较这两个式子得到 | 

Cu ^ = 

因为 r u ,^ 是线性无关的，上面的式子意味着 | 

Cu = c v = 0, 

即咖,4= ^ :是常数. 求微分得到 I 

d(n 十 cr ) — ( n it + cr w ) dt / + ( n fl H - cr t ,) d ^ = 0, 

故 n + 沈是定义 在曲面 s 上的常向 M 场.不妨设 I 

n +• cr = ■ cr'o i 

于是 I 

1 1 
r ( Ti ， u ) - To = -- niu , ^), ( r ( u 3 v ) - r Q ) 2 = 

即曲面 5 1 落在以点 r 0 为中心、以& 为半 椏的球 面上.证毕. I 

1^1 

注记本例题条件的意义是,在曲面上的每一点.曲面沿各个尨 
向的弯曲程度都是相同的，也就是在每一点法曲率与切方向无即 
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曲®处处是脐点.本例题的结论是很强的，它的意思 Sf : 如果 曲面上 
亦毎 一个固定点沿各个方向的弯曲程度都是相同的1则它在各个点、 

_各个方向的弯曲程度都是相同的 ■ 

例题 4 .4试证明：如果在可展曲面 S 
直线族，则 S 必是平面. 

证明因为在该曲 W 上存在两个不同的单 参数肓线族， 所以可 
M 你该曲 面上取参数系 (^ v ) 使参数曲线就是这两族直线 
^1切 [^15^ 成曲面上两 綾桂免笑 &切向 "昼场 ，根磨《微分几 
何》第 i 训豇定理得知满足上述荼件的参数系 m 存在的). tin ； 
«"甜线和〜 Fth 线都是线， W 此 r VTr x r v - {]. it 此可见 


存在两个不间的卑 参数 


规在任意取定一点 P e &设它对应的参数* (㈣ H), 把&曲线 v =如 
作为 准线， 育_母线的方向向 MM r i ： { u , v ^ .耶么该*面的参数方程 K 
成直纹面的形式为 // / ^ 


r [ u f VQ ^ trj ^ Vo ) 


r 




rilf ( u Qt v Q ) 的任意性，故有这样 B 二 o f 该曲面为 T 面， 

注记本题说明，在非平面的可展曲面 t 不可能有两个不同的肓 
线族 i 特别地，準叶双曲面和双曲抛物而都不是-可屐曲面 ■ 
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例題 4 , 5 假定〖 111 面 * 5 : r =外〜…的参数曲线是彼此正交的, | 
于 是曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式分别是 I 

1 = E(duf + G{dv} 2 , A = L(du) 2 + 2Mcitoh? 十 N[dvf, ■ 

证听 ： 曲 M 在任盘一个固定点的法曲率必定在两个彼此 IE 交的切方肉 
上分别取到它的最大値和最小值> ] 

证明曲面 S 在任意一个固定点的法曲率是 I 


I L{du) 2 + 2MtludtJ 十 iV(dii) 2 
Kn = 了， E [ du ) 2 G ( dv ) 2 

L ( VEdu 

~E + G -( dt ') 2 

^ 2M VEdu _ VSdv 

+ \/W \ZEidu) 12 + G f (dv) 2 ^E(du) 2 + G(<\v) 2 

N ( ^dv 
+ G \^/ E(duf ^ G(dvy 




JT 1 沒 id 切方向（土 vkO 与 I *- 曲线切方向的灾角，则 

^ v ^ Ed-u , A v ^ Gd ^ 


cos 0 


f E(du} 2 -hG(dv) 2 ' 


stn y 


r E(duy 2 + G(dv) 2 


因此 


K n (&) =^p cos^ 0 -h cos 6 sin^ ^ sin 2 ^ 

E vEG G 

L 1 -h cos 2^ M 4 „ N 1 — cos 20 

=— -+ —= sin 2(9 + — —— — 

E 2 - JeG G 2 

I {L N\ 1 (L N\ ^ M L 

= 2 \E + G ) + 2 U " G j ^ + 71^ 51 


命 


由此可见，当 0 ^ 时，法曲率取最 大值： 

ki= KI + 备 ) + \/( 会(蠢 _ 备 )） + (») 

当 e =办+ ? r /2 时,法曲率 ^ n ( S ) 取最小值： 


+ Z (⑶ s 26? cos 2〜 4* &5 Jn 2^ sii ! i 2 ft >) 

-r A COS 2((? - &(\)- 


当 4 = 0 时，法曲率 K n [0) 与魚 B 无关，即 

, 1 (L N\ 

I ^ ) = 2 (e + g )^ 

例题 4A 试证明：曲面上的…条*线在任意一点的法曲率等于 
诙 ill! 线 在通过 H rii 其切向 M 决定的法截面 b 的投巌曲线在这个点 
的相对曲率. 

证明设曲 K S 上一条曲线 C 的参数方程是 r = r(i) s 其中 s 为 
曲线的弧长参数 . 在曲线 C 1：任意取定一点 P, 设 P 对应千_ 3 
假定曲线 C 在点 p 的单位切向量是 etc, 曲面 S 在诙点的单位法向世 
是 fia. 命 a = x 这是由 Q(p 和㈣所张成的法截面的单位法向 
bt 那么曲线 C 在这个法截面上的投影亡的参数 方程是 


g 势 .4 # 0 时吋以 引进角如，使得 

I , I (L N' 

C ^ 2 e ^2 A \ E-G 


shi 馬 


M 

a 7 W ' 


§4 2倒超 if 辑 m 





f ( s ) = r ( s ]- (小） ‘ a ) a t 






ItH 第四章 幽 iCj 的弟二基本形式 


是弧长参数.证明， C 的挠率是 
. K ⑽ 2 


■u 1 (s») (u f (s)) 2 




K 并 -且平 酣线 6 在法截 面中由 準位切向 t 
法向 W a 正向 旋转如 ° 得到 的平面 曲线的 
因此，甲而®线 6 在点 P 的相对曲率是 

一"，，，)、 I 

r (。卜 7^77^ , 


〜'"阳 u u_ vimi 

—(r f '(0) - (r w (0) 1 a}a) * uq =〆’(( 】 ) 』 打。 = &， I 

其中办）是曲线中）的弧长 函数. 证毕 ■ 

例題 4.7 设曲面&和曲面&的交线为 C . P 为曲线 C 上的一 
点， 假定曲面 A 和 曲面& 在点 p 处沿曲线 C 的切方向的法曲韦分_ ; 
别是 A 卢0 和〜衿 0. 如果曲面&和曲面&在点 p 的法向 M 的夹 
角是 0# G ,7 T , 求曲线 G 在点 P 处的曲率^ I 

解设曲线 C ? 的主法向貴与曲面氏的法向量的夹角是 ft , 

那么曲面 S 1 , 沿曲线 C 的切方向的法曲率是〜= 祕 ( k - $明显■曲 
面 Si 和&的夾:角是0 =化 — 心：因此 \ V 


根据定义， I 咐线 c 的挠率是 


现在展开右端的式子.因为 

dr d^(s) dt'fs) d^. d 乜 (s) dv(s) 

ds ci5 + ” T _ ds ds UlL ds ^ ck 


cos Si coa ^2 + sinffi sin ^ 2 ) 


将 am 移至左端，丼且将两边取 T - 方得到 

(k A COS & - K1K2) 2 = (/£ 2 - K 〒）（ K 2 - 4 ) 

n 2 sin s & = 4 14 — 2 kiK 2 cos&. 


J . {r v x n) 


代人得到 


例题 4.8 设 C 是曲面 S 上的一条非 S [线的渐近 曲线， 其参数方 
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((^ ' r tf )r u - (r u - - n,, -FL + EM 

T u X T v V ^ i?G — 


同理我们有 

{ r ^ n , n v ) 

{r tn n, n u ) 


( Tvn , n ") 


((r M - r v )r u - {r u - r u )r v ) - n v _ -FM + EN 
|r u X r |f |' '~' = 姻 -〆 . 

{[r v - r v )r u - (r t . - r^)r,.) - n ?1 ’ —GL + FM 

r^j ^ ~ VEG - F 2 ， 

((G ， r v )r u - (r f? ^ r tl )r v ) - n v -GM + FN 
~r u x r v \ _ ^EG-F 2 ~' 


f EG - F 2 


因此 


- FL) (M) _ (GL -册益 


(FN - GM) 


\ 2 du du 
/ dfl ds 


EG - F 2 


证毕. 


例题 4.9 求抛物面 


Z H 


在原点处的法曲韦和主曲率， 
解该曲面的参数方程是 






求导数得到 


r. 


0’ I S J 1 T* J X T*y 


2x 2y 



§4.2 例題详解 107 


0 儿冱 


1 4 aif 


|: U ). 


r xy = (0 3 0) 0). 


4 x z 
a 4 1 


,, ㈣ 

#-T I 

a 2 IP 1 
M = 0, N 


G- 1 + 


"^ T 1 

2 


W , 鉍 2 

a V 1+ 7 




在一 般点的法曲率和主曲率的表达式比较 M 杂，而在原点 
^(0,0,0) 曲 ffi 的两个基本形 式简单 多丁，它们是 

■ I = { dx ) 2 + ( dyf 7 1= 

所以该曲面在原点沿切方向（权如 ） 的法 flj 率是 

■ n 2 (dx) % 2 {dyf 

" ^ Wf+Wf 戸 ㈣ 2 + ( dy ) 2 


■.^ co ^ e + f ^ in 2 ^ 


其中 


1 dit dv 

I C 0 S ^7 Wtw ! 酿〜 ㈣ - ( d ， 

法曲率分别在 0 = 0 和 e = : r /2 时达到最大値和最小值(假定 0< a < 
01 故所求的主曲率是 

■ 

Ki = ^2 ! K2 = ^2 * 

； 例题 4.10 曲而 S 上的曲线 CM 曲韦线的充分必要条件是， 

面 S 沿曲线 c 的法线构成--个可展 曲面. 

r 证明设曲面心 r = r ( u ， u ) 上的一条曲线 C 的参数 方程造 


■u = u(s) s V = ti(s) 
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其中是弧长 参数. 设曲面 s ' 沿曲线 C 的单位法向 W 是 n ㈤ 
n { u {_ sU ' H 因此由 Ittf 面 S 上沿曲线 C 的法线构成的直纹面是 

r = r(s) + Ui(s)t 

其中 r ( s ) = r ( u (5»)) 拫摩直纹面是可展曲面的充分必赛‘賴 
得知 

(^(3):响卜’(3)卜0. 

由于 n ( s ) 是曲面 S 的单位法向 tt ， 所以 r ⑽ n(d n r ( s } n { s ) -- 
因此 n ( s )// r f { s ) x n f ( s) s 不妨设 

ir'(s) x ti’(s) = An 〔办 

则由前面的可展曲面条件得到 

[} 二 -(r’ （ s) X nW) ， n(^s) = ^n(s) - n(^) = A, 


r f ( s ) X n f ( s ) — 0. r f ^)// n ( s ), 

拫据 Eodriques 定理，这说明曲线 C 的切向量是曲面 S 的主方向 
此可见，若曲面 S 沿曲线 C 的法线构成可展曲面，则 C 为曲面 S | 
的曲率线.反过来是明显的，证毕- 

例題4+11求旋转 M 和可展曲面上的曲 率线. 
m (i) 旋转面的经 线是经 过旋转油的 t 面在旋转面上的截线 
它是生成旋转西的母线_旋转而沿 • -条经线的法线都经过（或平■行 
旋转轴，因而落在经线本身所在的平而内，故巾这些法线构成的直纹 
面 S 坷屐 时面，可见经线是旋转面上的蚶率线.另外1旋转而沿平 ； 
m (纬线）的法线都经过旋转轴上的—个定点（或都平行: p 旋转轴 )， 
fn 构成一个锥时（或柱面)，仍是可展曲而，所以平行圆也是旋转而」 •- 
的曲率线.另外，经、韩线 构成旋 转面的正交曲线网,而一族曲率线 
的正交轨线必定是另一 族曲率 线，所以在知道经线为曲率.线时，也能 
马上断言纬线 也是曲 率线< I 


^ 2 倒超详钋 109 

^—— -^- — -- - — ^ 

可展曲面是直纹而，而且曲面的切平■【![沿茛母线是不变的，换 

± 的单位法向世沿直母线是常向量场，这就 s 说可展曲面沿 

母线的法线构成一张平面，因此可展曲而的直母线必定造曲率线 ■ 

^ 在方向彼此正交，所以直母线的正交轨线是另一个主方向场的积 
好拥因而是可展曲面的另一族曲率线 

例题 4 ..r 2 试逝明：曲面 S 上任意一点 p 的某个邻域肉都有正 
交養数系 （& 冰 使得参 数曲线在:点 p 处的切向说是曲面 5 在该点的 
彼此正交的主方向单位向世_ 

证明本题的背银如下‘如果在曲面$的一个邻域内没有哜点，则 
fl : 菡邻域内处处有两个唯一确定的彼此正交的主方向，因而在该邻域 
内埒一点的附近存在由正交曲宇-线抅成的#数曲线网，在这种参数弟 
Ti 甜面的两个难本形式可以丧示成只舍有平方项的最簡单的 样子. 
抝果点 P 是曲面 S 的脐点 T 则上面的结论就不成立一广问题蕋：能否 
在该点的附近找到参数系，使得参 数曲线 在该点的切向 M 恰好是曲面 
ii 该点的主方向，如果回答是肯定的，则#面的两个基本形式限制 
花这一点仍然能够写成只含有平方项的最简 单的 样子，这对于讨论曲 
而在该点的性质将会带来很多 方便. 本题就是要给出这个问题的肯定 

回暮 

v 本题的证明是比较简单的 > 实际上，只要对原来的参数系作一个 
适另的线性变换.这种方法对于 ffi 维情形也适用，设曲面 s 的原参数 
系是 (u,u)j M P 对应的参数是 hvo ), 井.且假定曲面 S 在点 P 的两 
_彼此正交的主方向单彳&向世是 

e t = +■ !,tJi £2 ^ ^ ^22^'v\pi 

其中叫， 1 幺 2 都是常数，并且 fll 曲厂 fl 12 fi 2 ] ^ 0 作参数变换 
引进新的参数系(龟幻; 


U ; dL] £i -!- «21 ^； ^ - + ^22^ 
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那么 


V ] 

d{u, v] 


du 

dv 



m 

du 



du 

dv 


^2 ： <^22 


沉 





所以上面给出的是容许的参数变换 ，莨接 汁算得到 


UU UV 

^ i"i !；j = ^ n |；j Tj^r f^lp — n ” 《 I p + — ^ i - 

T i' !?> 十 ~ ^2i ^uljj + = ^2 - 


雖 


例题 4+13 设点 p 是曲面 .9 的一个非脐点.证明：加果 曲而沒 
在点 P 的任意两个夹角为％的切方向上的法曲韦之和为常数，卵 
夹角办必等于 I . ] 

证明根据 Eukr 公式 3 rill 面 S 在点 p 沿着¥第一个主方向 
的.架角为没的切方向的法曲 率是托 nW = KiCOS 2 沒十為 sin 2 洽著 
与第一个±方向的鬼角为 （9 +如的切方向的法曲苹是 kJO + 9 g ) =•( 
K, ix 却 + & 0 ) + k 2 sm^O + Oo ), 报裾题设，这两个法曲率之和应廣4 
沒角无关，即 1 

«1 & + h ：2 sin 2 + «! cos ™ (ff + 8 q ] -^- K2 sir ^ (沒一久 ■) = l 

将上式对 0 求导得到 -I 


0 ^=2{-K] + k?) cosflsinfl 十 十 + ff D ) sin (没 一 6>n) 

— ( f ^2 ~ )(sin 20 + sin 2((9 - f - 泛 o ))， 

因为％声所以 

sin 29 + sin 2(^ + tf 0 ) =； (1 -h cos 2%) shi 2 沒 ■!■ sin 2% cos2^ — 0. 

如果 （1 + cos 挪 T sin 视） ¥ 0, 则引进沪角使得 

1 + co « 2 ^a 

CICK ；^ = 

/(l + cos 2^) 2 + ( siti 2^) 3 
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sinp 


_ sin 2% _ 

'(1 + cgs 2^ q ) 3 4 - [sin 2^ o } 2 


上面的式子成为 sin 〔如 + ㈤ = 0 ■这里 f 是常量， it 个式子不可 
对任总的变量 6) 成: i , 所以这种情況不可能 发生， 于必定有 

1 + cos 2 ^q = 0 f skt29o = 0- 

从第二式得到地 = h ⑺是聱数)，将它代入第一式得到 ⑽爲= 
_亦=- 1 ，所以 k 必须为奇数， 设为 k = 2 n + U 因此 e Q = n ^-\-^. 

注记最后一段论证也可以如下进行* _为〜/故得 

K 0 = sin 2S + sin 2(0 + 叫 = 2 sin(2<9 + f?o] oo：^【h 

由于+ 4) 是非零函数，故只能有 coa^o = 0, KP 5 o = ^ 

例题 4-1 4 求 WGingarl ^ n 映射在 曲丽 的自然基鹿下的矩阵 (§4.1, 
第 p 款结论的证明). 

解设曲面6,的参数方程是 r = r { v .^). 根据 WeLiigarten 映射的 

定良 

■ = - n u , W ( r v ) = -7 iv . 

固为〜是曲面 S 的切向 it 不妨设 


— Tl u 


LI ^12 
U 21 G ^22 


将上式两边分别与向以组 (f tr ) 作内积 


— fLi 


\ ^ ri ： ^ r ： J 


得到 


L M 
M N 


认 U 

»12 

^31 

^22 

an 

fi.12 

hi 

^22 


(T 1 n ^ ) t 


E F 
F G 
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所以 


«11 


L M 
M N 


E F 
F G 


2x2 可逆矩阵的逆矩阵很容易写出，特别是 


E F 
F G 


G -F 


EG - F 2 ' I _p 


因此 


an a 12 
^21 «22 


1 { W - MF -LF + ME 

EG - F 2 V MG- NF - MF - NE 


所以 


1 ( LG - MF -LF + ME 

\ M Q - -」WF 十 NE 


注记线性变换在果个基钹下的矩阵的迹和行列式是线性变换 ft 

不变世，它们4基底的选取无关， 由此 可见. Wfcitigatte ! 映射 IV 

自然棊底 ( J ^ r v ) r 的矩阵的迹和行列式分別是 2 /■/和心即 

nrT LG - 2MF 十 NE 

= an + a ^2 —-―,~~ 

▽ LN - M 2 

A = *11^22 — a 12 ri2] = -j 〒 - -^T- 


例题 4,15 求双曲抛物面 T- = (a(u -3 - -y), b[u - O 奶的 G 
曲率 甲均 曲率主曲率叫 n 勿 和它们所对应的主方向 . 

解对双 曲抛物 面的参 数方程 求偏导数得到 

r 1 u — f q T 6 j 2 tj J j ^tJ = (^i _ Su) j 

r u x r v = (2b(u 十 i/) ， —2a(u — v) 9 —2ab), 

1 

n — -j (b(u hu )； -a(u — v),—ab ), 

其中 /J = y/tf 2 (u + v) 2 + a 2 (u - t;)^ + a 2 b 2 = ^ \/EG — F 2 , 
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■ = (0. Oj 0). ^uu = (0 t 0 j 2} } ^vv ^ (^； 0 i 0), 

寞接计芦得到 

I £ = a 2 + ii 2 + 4v 2 ， F — a 2 - fo 3 -h 4^u t 0 = a 2 +h 2 - {- iu 2 , 

^ a ■ ^ —2 ah ” „ 


2A :l 


f 2 = y ^ 7 w 

fj 2 4 - 4* ut ; ― ( a 2 十 - h 2 + 4 w 2 )( a ^ - j - 6^ 十 4 u £ )) 
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对应于 M 的主方向是 ■ 

du ^ F F + \/EG M VG 卜 2 + P + 4ii 2 

dv ~ E~^~ M E ~ ^/e ^ V a 2 + b 2 -\- 

注记 尽管计算比较繁琐， fi 是本题 MF 常规的计算，没有犄另彳 
的困难.需要指出的是，在求第二基本形式的系 数时 ， n ® r T , x r| 
的单位化.在做題时这个地方容易出错 ， 耑要特别小心. 另外， 在^ 
算时充分利用 L : N ^ Q 的持殊性，乘用符号计算， t 到化简以后:十 
用相应的表达式代入，这就排除了繁杂的计算过程，这是值得注意的 
技巧_ L = NhO 正 好是在曲而.匕取渐近曲线网为参数曲线网的光 
分必要条件，本题的一般公式适用 T ■这种情形. ■ 

例题 4.16 在曲面5 : r = r { u , v ) 上每一点沿法线截取长度为 A 
(适3小的正的常数）的一段，它们的 端点的 轨迹构成一个 rr 面彖称 
为原 ritms 的平行曲面，其方程是 I 

Hw 卜 r(u,v) -h Xn{u,vl I 

从点 r { u t v ) 到点 r ( u , v ) 的对应记为 cr . _ 

( i ) 证明：曲面 s mi\\M S 在对应点的切平甜互相平 行； 1 

⑺证 明： 对应^把曲 (MS i ： 的 [ Iff 率线映泡曲面 S 上 的曲率线； I 

⑶征明：曲面 S 和曲面居在对賴的 Gan 曲 曲率和 平均曲率有 
T 列絲： ■ 

K -_- K n - H - XK I 

\_2kH — W ’ + ■ 

证明我们知道，几何学的结论是不依唛参数系的选择的，因此 
选择适1的坐标系或参数系足几何学惯用的技巧,关于本题，不妨偃 
定 ㈣ 是曲面上给出正交曲率线网的参数系(在非脐点的附近，送 
总是能做到的).此时， r lt1 % 遙彼此 正交的主方向，所以 ] 


— r U7 n v — —H2T Vi 


§4.2 例避 if 解 UT 


画 : 其中 m. ^1 是曲 K 5 的主曲率 - 

⑴对曲面云的参数方程求偏导数得到 

r u ^r u + Xn u = (1 - 

f rr = r ^ + An ,, = 〔1 - 入托2)〜 

^ A >0 充分小时，总可以使 1 - Am > < V 1 - Am > 0, ： f 是 f u // r n , 
I K // r ^ 因此，曲 W sms 在对应点的切平面是反相平行的- 

K (2) 由丽的公式得到 

Hi f n XT V = Aft 2 )^ X r Vi 
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I 


如果点 P 是曲面 S 的脐点 3 则由例题 4J2 知道，町以取参 
( n , v ) 使得 rg p 和是在点 p 的彼此正交的主方向，则上面证明_ 
计算过程仍旧成立，所以前面的结论在哜点仍然成立， I 1 

例题 4.17 求曲面 z = f ( x iV ) 上的哜点所满足的(■充分必要)条 

解把诙曲面写成参数曲面的形式 ，即 ^ 


t = [ x , yj {^ y )). 3 

脐点®曲面上法曲 率与曲 ff 在该点的切方向无关的点，也就是曲面 
第二类基本址和第一类基本量成比例的点 ，对曲 面的参数方程求偏 
数得到 

r X —[1 T ^5 fx)l — (0, lj /j/)i 1 


n 


ff 次求导得到 


= (0^ 0 S fxx ) ' r : 


(0, t) n /sjj). v^j — (C, 0, f v p j 


因此，曲丽的第一类基本世和第二类 基本址 分别是 

F = UU 、+ 

L = % M = % JV - 灰 
A A A 

点 （ rr ， y ) 是脐点当且仅尚存在数 A , 使得在点(^, 成立 

/ 虹 =^(1 + Xf x f^ f ⑽ = A[l+f s ) + 


2 2 2 

例题 4 + I 8 求曲面 t +^ + — 的胳点 ， Tt 中 Q ： > 3 > 7 > 1 
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, ■ ""^ 1 * ~ 

_这是三轴¥不相等的椭球而，可以用六块参数伸面把惯个椭 
球餌辍遘住，它们分别是 5 
I ( L —^ v 2 \ , y 2 . 


T =- -7 Vi 1 


^ y 2 

H 


r — \ ck\fl 




V' z 


a f ~ W ~^ 


lh 艺 


£： + ^： < i ； 

—*5 丁奶、 "— 


2 2 
W 35 T 

y 2 z 2 
^ + E 


/ I X 名 2 ^ 

r ; 卜 〜 i 


疋 2 P 


< i ： 


r= ^ -P\j L 


X 2 2 2 

-yl 


4 + ^CL 
a 2 J 2 


下面以第一个参数方程为例求椭球面的脐点_ 


设 /( 尤:兑卜 T 


X 2 y 2 

7 _ 庐 1 


x 1 y ' 2 


-求偏导数得到 


7 x 

• ■ | mmmi 

A 


1 /jf 


7_ ± 
^ ' A' 


c \ 2 i 4 s 


1 zy 
q^.0 2 A ：i 




点 (^y ) 是脐点的条件是存在使得满足方程 

B = A(1 + /】,]，■ Jxy ~ Xf 忠 fy 7 fyy — A(1 — Jy) t 



射面的表达式代入得到 


a 2 ,4^ 


p ) 


A I 1 H- 


1^_\ 
j 1 
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F _ 搏到 


将它们代入 前酣 的第一个方程得到 




r 2 7 公 


X 2 \ 

巧 j r 


- 0 2 ) a 2 , 


围此 


■ z = 1 \ l ^ 

这就是说> 在上半椭球面上有两个脐点，它们是 


' a 2 -^ 


^- T 3 




间理，在下半椭球面上也有两个脐点，它们显 




耍断言椭球而上只有这4个哜 点， 需要证明在椭關 


{ x , y , z ) : ^ = 0, 


x £ 矿 

7 +沪 


上没有椭球面的 JBF 点.为此，我们以骱球面的第三个参数方程为例来 
证明，该参数方程是 


r = | 

：t 

a 

.一 IP 

;°f 

V 2 

-尹 


9v~^ 

a 

y 

0 2 

B 5 


a 

i / 

9vp = - 

■— ir 

0 2 

w{ 


y 2 之 2 


，+ ^2 < x > 

^求偏导数得到 


a 芯 

<4 ~- 

7 2 B 


,2 t 


a yz 

W ' ^ 







很明显 * 上式左边< (^而右边 2 之0,这是不可能成 立的. 这就证明了_ 
半个 W 圆 l ^ x , y , z):z = Q , ^ ^ = I , I > o | 上没有椭球 iff 的挤 

点‘ 同理在另外半个椭圆 ^( x , y , z)：z = Q t = L a ：<0,| t 

也没有椭賴的脐良 I 



M 后需耍证明点（0, A 0) 和（0 ; -反0)都不是椭球面的脐点.以第 
个点为例，求椭'球面的该点的两个基本形式.椭球面的第五个参数 


把点 （0,4 0) 包含在它的内部.求偏导数得到 



0 XZ 


I 
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_ 3 ； = 0 : 5 = 0 代入得到 

I T - S . = ( l s 0 3 0), = n ^ r x xr z = (0^1,0) 

I 〜=( 0 , — | t ^ ; < o ， M) ， 「 sz = - >。) 1 

因此 

I E = l } F = 0, (3=1, L = M = 0 ; N =^. 

这说明在点減 0) 处切方向_» = ( M ) 相(如，如 ） = (0.1) 是 
障球 面的主方向，对应的主曲率分别是 和奶' 这两个主曲 
率是不相等的 T 所以点不是椭球面的肪点> 同理可以 i 正明点 
(0, -及0)也■不是椭球面的脐良证毕， 

j 例題4,19 证明： 如果肼而 s 在点 P 有三个两附不共线的渐近 
方向，则该点必定是曲面 S 的平点 ■ 

| 证明设 e L] 是曲面 s 在 P 点的两个彼此 IE 交的主方向，对 
应的主曲率是叫.假定曲面$在点 P 有三个两两不共钱的渐近方 
向，它们与主方向引的夹角分别是办，因此 

Ki cos 2 9\ + ^2 sin 2 — 0 j 
I Ki 0 2 + K2 sm 2 = 0, 

. f % 

Hi cos" Pa + H'-z si 11 hr 。， 

■ e 2 - ^ feT ：, e 3 -0 i ^ kw , % - &2 # kw , 

f 将第 二式和第三式分别减去第一式得到 

■ G =f^ l {cQs 2 d 2 - C0S 2 01 ) + K 2 (siu 2 内 一 sin 2 1) 

^ K 2)( p ^ 2 h ” 咖 2 召 1 )、 

0 =Ki(cos^ i ?3 ~" co&2 沒 i 0 ^ — sin 9 \) 

=(«! — ^2)( cOS 2 % - COS 2 
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如果 则 CGS 2 ^i = COS 2 没 COS 2 知 = COS 2 因此 


COS = 土 COS 9i ? COS 沒 3 = 土 COS 01 . 

由此得到 &2 - ^ ^Lt = 7n ^ ± 均为普数 }i 因为 0 2 〜 

£*! ^ A-7T, 0^ - 9] ^ ni^r , 只能有 & 2 = kn - % = m‘7T - &U 因此 

& 2-0, = (k- 这与心和 I 所对应的渐近方向不共线的假定相 
矛盾 < 因此只能苜心=〜，再加上渐近方向只在双曲点或抛物点存 
在 ； 故 K = 〜吻 =(^) 2 < 0, 所以只能有 h = 岣 = 0 ,即诙点必定是 

平点， m 

例题 4.20 求具有常数 Gauss Itt 率的旋转曲而. I 

解假定旋转曲面 5' 的方程是 ] 
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: fj; 中 r 为任意常数.洱次积分得到 



如果欠= 0,则 

/】 一 C 

/( 虹 ) —au^rh^ a = ±d ^ 8 0 < c < 1. 

此时，碇转面 s 或者为 _ T _ 面 （a = 0)，或者为圆锥面0 # 0). 另一个 
Gauss 曲率 X = 0的旋转面是圆柱面，其方程是 


t = ( o cos v, a sin v, 


f 在本题开头所描述的曲面之列 , 


如果 K 是正数，不妨设 K > 0 ), 则 


山此 d 



c 必须取正値 ，设 c = > 0 ): 则上式成为 



取不同的6的値^则得到不同的具有相同正常 Gaa ^ s 曲率的旋转甜 
面. 假定沪=1,则得到 

f _ 

J( u ) - i- > ^ dn -平 Va 2 ;it 2 -hctj. 

J va A - 

I 它的图像强半 ® 为 u 的圆軋所以将它绕 f 袖旋转得到的是半役为^ 
的球而，若取 d 2 > i f i?g o<b 2 < h 积分上面的式乎, M( 得到非球面 
的正常曲率凡= i/d 的旋转面 a 这样的曲面可以罚成是将球 ff?i 二掉 


南、北极之后再往里压，或者向外神的结果，在内蕴儿何学中 知道， 
所 t 具有相冋常数 Gauss 曲率的曲面在局部上都能够彼此建立保长对 
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应.然而在大范围微分几何学中已经证明， GaussflH 率为正的凸闭_ 
面有刚 硬性， 即它们不可能与其他曲而有除了刚体运动以外的保 fe 对 
应，因此球而也是刚 硬的， 但是在上面所说的变形中，已经把球面的 
南 t 北极去掉了：因而它不再是闭曲面了，因此不 M 具有刚硬性_ I 


如果 K 是负数，不妨设 K 


m = ± 


二-力 >0 ) } 则 

f a^(l — c) — j 

~' 2 / 2 dU 

car -h n 4 


由 it 可见，必须有 c < L 设 c = 1 - £» 2 ( f » > 则上式成为 


/(w 卜土 


a 2 b 2 ― u 2 
a 2 (l W ) + u 2 ’ 


巾此可见，取不同的^的值便得到不同的具有相同负常 Gauss 曲_的 
旋转曲面.假定栌=1,_得到 


/(u) = ± 


— 


作变试替换 


则得 


u = a cos%p, 


7 T 


，■麵 <2 

J =平 a- ^ --dip = 土 a(log(secp+ tan^) - sin.^), (I <ip < ^ 
j COSi^i 2 

在 0 狀平面上，由函数 /( ㈤ 给出的曲线是 

y = a cos 2 = ±a(Iog(sec ^ + tan^) — 0 < v? < ^ i 


这是由两条曳物线构成的曲线，在⑽)； (^0) 处有一个尖点，7轴 
是它在尖点的切线，井且 >轴是它的渐 近线. 把上半条曳物线绕^轴 
旋转一同所得到的曲面称为(为球面，它的方程是 I 


r =(<i cos v 3 cos a { log ( scc ^ + Ltiii ip ) - (/：■)] 


(0 < ^ < tt / 2 . 0 < 0 < 2it). 
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肉球面是 Gaass 曲率为负常数的曲面的典型例子，为0 < 6 2 < 1或 
> 1时，便给出 Gai tHS 曲率为负常数的旋转曲断的其他例子. 

例题 4 f 21 平均曲率为零的曲而称为极小曲面.试求作为旋转曲 
面的极小曲面， 

解设旋转曲面^的参数方程如例题 4 .如开先所给出，它的平 
均*率是 

/» , /» \ 

2 \Wi + f t2 (u)r u^TTT^J 

由此可见,如果 S 是极小曲面，则函数 / U 0 必须满足微分方程 

O) + /'(u)(l + /» 0. 

上式可以改写为 



因此得到它的首次积分 

r 2 ( u ) ^ c 

i + f a [ u ) _ ㊉ 

这里的常数 r 必须是非 负数. 如果 <：• I A 则 


广⑻= 0， f ( u ) — const , 


相应的曲面是平面,假定 c = a 2 T n > 0,则 


/» = 
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34 3 习超 127 


f ( u ) = ± 


adti 


vV — a 2 


±alog{u 4- \/\r — ci 14 ). 


相应的极小曲面的 方程是 


r = ( u , cos v , u siii 土《. log(u 4- \A〆 — a 2 )) . 


命 


a cosh - fc v = 6, 
a 


则极小曲而的方程成为 


r 


(u. cosli ^ 咖仏 a cosh ^ 6. rj 


函数 fi = a t:osh -的图像是一条忿 链线, 它绕轴旋转一周所得的咖 


it 


就是这 M 所得到旋转 M 小曲面，称为 lr 述面 I 


§4.3 习题 


+ (旋转抛物面); 

j!L 


4 丄求下列曲面的第二基本形式（以下常数 h , k > 0 }: 

( 1 ) r ■二 ( ac . oa ^ i -. oaO . o cos 9 sin d , Eisin ^-) (肺球而)； 

(2) r = ( u , 

(3) r = ( a(u 十 v ) Mn - v )，2 uv ) (双曲抛物面)； 

(4) t ― (—般柱 面)； 

(5 ) r — ( ucos^,ii amt \ /( u )) (u > 0 5 劈锥曲 Wh 

(6) Viviatii 曲线 r = ( k(l + ⑽ u ), (.siti 的切线面 s 

(7) r = co © u — ksinu , fsin u + A : cos u，v + ku},k 浩常数， 

4,2 - 求曲面 0 = f { x ， y ) 的第一 乂 第二基本形式. 

4乂求下列曲面的第二基本形式： 

(1) ^{ x 2 + y 2 ) = 2^; (2) x 1 + y 2 = ( tasi 2 d ) z 2 (m 是常数); 


⑶申 — k ^0 是常数， 

H 求柑线 r = r ( s ) 的切线面的第二基本形式以及它的平均曲 
率 3 其中6是该曲线的弧长#数- 

45. 证明 * 当曲面 r = r ( u t v ) 在空间丑 3 中作刚休运动时，它的 
第一基本形式和第二基本形式是保持不变的. 
i 4.0. 设悬链面的方程是 


r 


(xjs% \/ u 2 -r^ 2 sin v, a log(y + \/u 2 + g 2 )) n 


求它的第一 S 本形式和笫二基本形式，并求它在点 （ t ):0) 处、沿切向 
^ dr = 2 r u + r v 的法 曲率. 


• L 7. 求曲面 


z 


2 2 

U 


被乎面 z ^ ky 所截的截线在原点处的法曲率 3 其中 ot , p , k 都是非零 
常数- 

[ 4.&.求下列曲面上的巳知曲线的法曲率； 

m 正则参数曲线 r(W 的切线面咖 ? 和咖 + ^(u ) 上的曲 
线 V + V = Cj e 是常数； 

L (3) 曲面 r = (. Tiji ;, Arwu ) 上的曲线 u = v 2 . 

[ 4 9. 列曲面上的渐近曲线， 

丛逆螺旋面 ： r = ( wcos - y , u&iti y r iry ); 

( 2 ) 双曲抛物面： 

(3) r = (ucosiii v，h log ' w )； 

(5) r — ( u coii u , w^in v '. k cos 3^ j )； 

(6) r — ({i f ? i ) coshi\(l - u ); 
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(7) r = .((1 + . u 〕 cost % (1 — n ) sin. y r ii ); 

⑻ r = (3 t + 把 3 ii 2 + 3 L ' 2 w 3 + 20); 

(9) ^ = xy 2 \ ■ 

(1。) …(音 +£|. 

4.10 ■求二次曲面 2；s ax 2 + 2 bxy 4 - cy'hc > 0 ) h 渐近曲线. 

的挠取 ■ 

4.H. 求曲线 r = r ⑷ 的次法 线构成的曲面上的渐近曲线的铙 
率，这里 s 是曲线的弧校. I 

证明 5 曲面；^在任意固定的一点处沿任意两个彼此正交的 
切方向的法曲率之和是一个常数. I 

4.t3 .假定曲面 S 被一族 渐近曲线所®盖.证明：这族渐近曲线 
的正交轨线的法曲率等 r 曲面 s 的平均曲率的两倍. I 

114.设曲面3 .匕的一条曲韦线不是渐近®线，许且它的密切平面 
与曲面 + 5的切平面相交成定角> 证明： 该曲线必定是一条平面曲线. ' 

4 . 15 , 设在曲面 S 的一个固定点的切方向与一个主方向的夹角 
为 a 该切方向所对应的法曲率记为 证明： 

I产 

TT ^(9) d 8 = H J 
^ JQ 

其中 H = + 构 )/^ I 

4.1^ 求双曲抛物面呼 =h 在它与双叶双曲面 y+f-P+P =0 
的交点处的主曲率. 1 

4J7. 求曲面 z = e KV 在点 p = (0,0:1) 处的主曲率和主方向， 

设是 Om 平面上的 riti 线 d P = 1绕 e -轴旋转一周生成 

的曲面. ] 

(1) 写出 S 的参数方程，并求它的第一基本形式和第 二基本 形式； 

(2) 证明：曲面 S 的两个 主曲率 满足关系式^+^=0 


月题咖 


4.1 ^求双曲抛物面: q / = 2 名 的两个 主曲率 之比- 

4.20, 求螺旋面 r = ( ttc 03 v T ikSm u T y 十 ti ) 的 Gauss 曲率、乎均曲 
率和主曲率> 

4.21 . 设 S 是平面曲线 C : r = ( g ( s ),0 J ( s )) 围绕卓-轴斿转一周 
所得的曲面，其中 s 足曲线 C 的弧长参数.求曲面的 Gaua »率 
Jf 和平均曲率凡 

422. 求曲面 e * = sirv \/ x 2 ; y 2 的 Gauss 曲率 ■ 

4.23. 求下列曲面的 Gauss 曲率 / C 栉平均曲率# (fc > 0): 

( I ) r = (ucos i ^ usLn ^, ku 2 )' u > 

1 〔 2 ) 曲线 a = k 也 v = 0 统 &轴 旋转所生成的曲面； 


(3) 曲线(曳物线) 



^^ siiit .3, 0, k (log tan 


v 

—— h cos v 
3 



绕 & 轴旋转所生成的曲面 （伪球 面)； 

1 

(4) Scherk 曲 M i = — (logfcoa kx ) lagCcoaAri/j); 

k 

(5) 曲线 r = r ( 3 )( s 是弧长参数）的次法线所张成的曲面 i 
(G) 曲面 S : xyz = 1, ^ > 0, y > 0，^ > 0. 

4^21设在 W 线 C : r - r ( s ) 的所有法线上截取投度为 > 的一 
段，它们的端点的轨迹构成-个曲面义称为围绛曲线 c 的管状曲 W, 

其方程是 

r ( rS , 0) — r ( s ) — X ( cos & P { s ) H - sm %( s )) : 

其「卜$是曲线的弧长參数， m 、 制 分别是曲线 c 的: t 法向 m 和 
次法向 M . 求诙曲面的 Gauss 曲牟 /(, 平均 曲率 //和主 曲率〜 & 
研究管状曲面上各祌类型点的分布情况. 

4.25. 求曲面 z = f ( x , y ) 上曲 率线所满足的微分方程. 

4.26. 求曲面 arctani 上的曲率线> 以及它的主曲率 ■ 
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4.27. z^axy 上雌率线. ■ 

4.28. 求抛物面 z = W + V 上的 Gauss 曲率和平均曲率 } 以及 

在点(:， y ) 二 ( H ) 处的主方向_ ■ 

4.29. 求曲面 Sir : (u + v,u - v , iuf ) 的平均曲率和 Gauss 曲率 ， j 

以及軸社_ 脾 旣 ■ 

4 M . 设曲面 A 和& 沿曲线 C 相交，并 . EL 它{门沿曲线 C 的法向 
世的夹角是常數. 证明； 若 C 是曲面& t 的曲率线,则 C 也是 ft 贤 

&上的 IS {賴. W 

4.31. 设 C :u = u ( s)、v = v ( s } 是曲面 Sir - r \ u , v ) 上一条以铒 
ft ^ 为参数的糾线 * 用 S 记 Itl 面 S 沿曲线 C T 的法线所构成的 _ 面 j 

⑴写出麵 S 齡财 ft ■ 

( 2 ) i ! E 明： E 是可展曲面的充分必要条件是 C 为曲面 S hft | 

率紈 m 

(3) 假定 C 1 是曲面 s 上的曲率线，证明：当它的法曲率〜处公 

不为零时，相应的曲面 e 不是柱 W , 并且当 s 晶某条曲线 r 的切 ii 
面时，则曲线 r 的参数方程是 ■ 

r = r [+) T v ( s )) + ■ 

.1 


求下列曲面上的 脐点； 

( l ) ^ ~ ^2 其中 ^ 3 > 0; 


( 3 ) xyz = 1 , 

433.证明曲线 2 = 


1 ,其中 u 0,7 > 0 : 


0 T b = 〆 上的点都是曲面 d + ( 2x + 1 )( 


24 二 ( J 上的脐点> 


4 Jl . iiE 明下列恒 等式: 


§4.3 习題 m 


I M 
M N 


\^ EG ~^ 


I B F \ 

l F c ) 

( 一 ■ (r„ x ?i) 
- n v ► ( r w x n ) 


n u - ( r u x n 


L M 
M N 


E F 
F G 


L M 
M N 


I 4 瓜证明：如果旋转曲而上的经线有切向 U 与旋转轴 JB 直， 则相 
_切点是该曲面的抛物点. 

| 41求曲面 r = ( w 3 s ^ t w + ii ) 上的抛物点的轨迹 s 以及椭圆点 
和双曲点的集合. 

■ ^ 7 - 求批面> = { u , v % u 2 + 上的抛物点，椭圆点和双曲点的 
集合. 

I 4.3 S . 求曲面 r 二 ( v^^.u + v ) 上的拋物点的轨迹， 

V 设 p 是曲 MS 在双甜点 p 处的两个渐近方向的夹角，址明： 

，iw V-K 

⑴ te.nip- \ 

■州 i EN —2 FM+GL … 

[2) oos ip ^ ±： — 1丈中 

■ s/(EN - GZy + 4(EM - FL)[GM - FN)' ■ 

E ' F ' GHN 分别是曲 M S 在点 /f 处时第一类基本灿和第二类基 

_ 

I 4.40. 证明： 如果曲面 S 上的渐近曲线网的夾角是常数，则曲® S 
的 Gauss 曲率尺和平均曲率//的 T ■方成比例. 

I 4.41 .求下列曲面在原点处的近似曲 W : 


( 1 ) ip 


(1) z = exp(3： 2 -\- y 2 ) — 1; 
(3) z = (x + 3 y } 2 . 

4-42. 求曲面 lop = 


(2) a ： = log cos a ; - logc ： os ^; 


x 2 -\- y 2 


的 Gauss 曲率，画出它的草圍，并 


乱指出 M 圆点和双曲点分布的区域. 






r 曲面的第二基本形式__ 


4.43. 推导极小曲面 z = /(I y ) 所满足的微分方程 

(1 + / y)/xi ^ + U + fx)fpV ^ 

4.M, z=c arcl.fln $ 是极小 iffi 面，井求它的主年 , 

x 

445. (1) 证明： 


- leg 


( Xis^y 
cos tw . 


是极小面，其中 a 是非芩 常數. 该_而称为 Scherk [ tt | 面； 

(2) 证明 t 形如 z = /⑻+咖)的极 小辦面 必定是 S 出 erk 曲调 
146, ( I )证明： 

r = (3u(l-hv z ) - u 3 ,3v(l -f u^)-v 3 t 3(u 2 -^)) 

是极小_面-该曲面称力 Enneper 曲面； ■ 

⑺证明： Emwper 曲面的曲率线必定是平面曲线.求出曲率线 

所在的帽 . I 

4.47. (1) 证明:正嫌旋面 r = ( weg ^ usi 叫 如)是极小 曲面； ■ 

⑵ 证明： 形如的极小甜面必定是正螺 旋面. II 

448. 证明： 如果从曲面 S 到单位球面 S 的 Gau # 映射是保角对 
应，则该曲面 S 或者是球面，或者是极小曲面. ■ 

4,49,将一个旋转曲面 S 沿它的旋转轴 T 移得到电参数曲面族、 


(1) 求一个共 轴的旋 转曲面 5' 使得它％已知单参数曲 W 族中的 

每-个 麵都誠 相交； I 

(2) 假设旋转曲面 S ， 和&的 Ghu ^ 曲率分别逛 K 和 f . 证明 : J 

K = - K \ ■ 

4.50. 求函数 則， 使得曲面 I = /M _ /( P ) 上的浙近曲线网构 

成正交曲綱. ■ 

4 . 51 . 假定直纹而左与双曲抛物面 S ，• r 二 lu ^ yuv ) 沿曲线 C : 

■u = u { i) i v = v ( t ) 枏切.试决定直母线的方向向 M 使曲面 S 成为可展 
麵， ■ 


第五章曲面论基本定理 


§5.1 要点和公式 

1. 曲面的两个基本形式 L 】1 与曲面上保持定向不变的参数变换 
長无关的，与於中直角坐标变换也是无关的，因而当曲面在 空间芯 3 
中作刚体运动时它的两个基本形式 L n 是保持不变的，总之，基本形 
式 1. B 烙曲面的两个不变式.本章的 H 的足证明这坷个燕本形式足以 
确定曲面的大小和形状，即 L I构成曲面的完全的+变 M 系统， 

2 . 为了说明 I , II 构成曲面的完全的不变系统，耑要曲爾论的 
基车公式，也就造曲面的 n 然标架场的求导公式 f 它们在曲面的理论 
中扮浈基本的角色， 相当千 曲线论中的 Ftaiel 公式.然而，曲 m 论处 
理的是二元函数，就_有求导结果与求导次序无关的 m 题，这导致曲面 
论时基本方程，即曲丽论的 Gauss - Coci 獄 i 方程. 基本方程在 fttl 面论 
中占据极其重要的地位.一方面它们是巾两个给定的二次微分形式决 
定曲面的充分必要条件； S —方 面， 其中的 Gauss 方程开启了微分几 
何的新时代，现代微分儿何是传承 G _ 的杰出贡献而发展起来的, 

3 . 曲而论的基本公式和基本方 程涉 及二元函数的两次以上偏导 


数,不可避免的要用求和表达式.尖于曲面的各种 M 的原有记号 (Gauss 
W 号)显得不适用了,必须引进带指标的记号.并且采用 Ehiatdn 和 
式约定使繁复的表达式得以简化， 

原有记号和带指标记号的对应如表所示 ； 



I Einstch 的和式约定 是指： 如杲在一个单项表达式中> 同一个指 

标出现两次，一次作为上指标，一次作为下指标，则该项*关 F 这个指 
标在规定范围内的求和式，和号认为逛省略的.在本扎如果没有别的 
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说明，则规定希腊字邱等作为指标的取值范 H 是 （U 
规定拉丁宇邸 UALMm 等作为指标的取値范围是 H 2 ,礼 ] 

这样，记成 rOu 1 ，' 并且 


dr dr 


dr dr 


、 i= [二矿 n ， = r2 - 


相应地, 


■Ar 

dr = ^ r ^ du ^ — r ^ du l：l \ 


I = Mr| 2 = ^ {ra-r^d-Ei^dti^ =[ 辦 du*di/ = 

^ij3=I a ri fl=l 

其中第二基本形式是 
2 2 

丑 =[( r cl 3 - J ^ = b a ^ du a dtu ' 

o , iS—1 

其中 n = 6 a 5 , 

4, 采 111 新的记号系统，曲面 6 ’ ： r rfii 1 ,!/ 2 } 在每一点有自然标 
架当点在曲面上运动时.对应的自然标架是随着运动 
的.插写它的变化的公式就是曲®论基本 公式； 

9 r dr a y dn .. 

- d ^ = r ^ d ^ = ㉛ = 今， 

其中系数 是曲面 的第…类基本讨的一阶偏导数的一个表达 
式，称为 [ 11 曲面 s ' 的第一类基本 M 决定的 Chi - IstoiTel 记号. 其定 
义是 

^ 2 9 \du^ ' du a du^ ) 5 

其中 ( S ， 是度址矩阵 (9^) 的逆矩阵，即它满足恒等式 細 
rtl 于 { 9 ^} 是 2 X 2 矩阵，所以扩〃可以莨接写出来如 p 


.11 _ 伽 


■ y 5 . r 2 ^ 其中5 = 9 x 1322 - ( gn )' 


S 4.1 要点和公式 135 


, r i . CtiristolM 记号足内趨微分几何学中十分 ifi 要的 M >对它的一 

般公式必须 熟记. 用曲面论的 Gauss 记号表示，则有 

1 [GdE , FdE ^dF\ 

I rn = EG-F 2 十 H — F dZ/' 

p l _ r t ^ i /Ga£_Fac\ 
il2 = i21 " EG-F 2 ^ 2d^j P 

w 1 f 厂 dF GBG FdG\ 

= eg _ F 2 [ g b ^ - Jd ^~ la ^ J 1 
p 一 1 (n , E ^ l \ 

11 一 EG - F 2 \ 2 d^i 2 dv du 广 


rL - 


EG- 


EG - F 2 


(FdE E3G\ 
F ^ \ 2 dv 2 duj ' 

BF FOG EdG\ 
dv 2 du 2 dv j 


如果在 ffi 断上取正交参数曲线网 ，则 F 三( X 上面的公式便变得十分 
简单了，但是并不好记 t 匕它们是 

w IdlogE ^ , idlogB , 1 dG 

lu = 2~^ r ' r i S = r 2i = 2^ T ! 

J 1 dE p2 _ r ， — ^dlogG , 

Tn ~ ^ 2 G dv 1 r ^ _i21 " 2 du 1 22 2 dv ' 

希钽读者记住 CkrisLoffet 记号 的一般公式，然 后在仍 3 = F 二 G 的情 

形下， 能够魏练地写出上面容易计笕的公式- 

6 . 曲面的参数方程有三次以上连续可微的性质，因此 t 和 Ti ■的 

两次偏导数应该与求导的次序无关，即 

d 2 r a 护 r a d 2 n _ d 2 n 

dvPdtff = du^du ^ 7 du^du^ ~ du ， dvP ' 

用曲 ® 论基丰公式代入，便得到与此等价的 1 _面的两个基本形式系 
数应该满足的条件 

点 1 占 1 ^ _ r 2 7 r ^ = ba ^ b y ~ ba ， b i ， 
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^3 = V U b ^ - 


du^ du 台 町叫 

m 趨方程称为 Gauss 方程，后一组方程称为 Coda ^ zi 方程.为方. 
起见，将 G _ s 方程的左端记成即 

4 ;点4一 ‘ ri , 十 xv “ - r ^ r^ f 

并且命心物= ㈣ RI 如 用前面的式子代入得到 

D . . _ _別如尽 ^ Sci ^ ,T-i ri« r' m 


h 雜货 . W2 7 - fv 7 r ^, 

其中它们是曲酣的第一獎基本 M 的二次偏导数 
的表达式，称为曲面的第一类基本 M 的 R ^ raann 记号. H 

裉据 Gauss - CodazzL 方程两边对丁 _ T 指标的对称性质，这两组方 
程实 廣上只 包含三个方程，它们是 11 

^- Vl \2 =■ ^11^2 ^ 斤12)夂 

磬 - 磬 ；- I 

^ ^ 一 6 ^ 1 + ML J 

7. 在曲面上若用正讀参数曲线阿，即 ffl2 = F = 0 7 M 取 2] 2有比 
较简单的表达式 1 


= — \/ E 0 


'( V ^),\ 


+ ( 嘰 ’ 


Gauss 方裎成为 
- y/EG 


(WEhL 


'{VCU 

~ Ve ~ 


LN - Af 2 . 


在曲面上若取正交曲率线网作为参数 fH 〖线网 3 即仍 2 -： F 
0, bn = M = 0, 则 Cod 讎 i 方程成为 
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| 其中 H -|(| + §) 是曲面 的平均曲率* 

I £ L 曲面论基本 定理. 唯一性：设 S 3 J & 定义在同一个参数区 
域 舻 上的两个正则参数曲面*若在区域 D 1:曲而 A 和灸都 
有相同的第一基本瑕式和第二基本形式，则曲 IttT A 和馬在欧氏空问 
I 护的一个刚体运动下■是彼此重合的 ■ 

I 曲面论 iE 本定理 • 存在性：： S D 是 1 ^ 中的一个单连通区 

域,设 

= g a 0du^dn^, ♦ = L 



是定义在口内的两个二 次敉分 形式，其中細:^ ^ 

至少二 阶连续可徽，连续可微，且矩阵 (9^) 是正 定的. 如果二 
次微分形式满足 Gaijss - Codaiffii 方程 


bn ^22 - (^ n ) 2 二 风212， 


dhi db 2 2 


= -t^T^ + ^I"rl 22 ； 


则在任意一点 e D 必有它的一个邻域 c / c D , 以及在空间 
中定义在_域&上的一个 1 £则参数曲面 S : r = riu 1 ^ 2 ), ( u \ u 2 ) e 
b \ 使得它的第一基本形式和第二基本形式分别是 P 和咖井且在 
中任意两块满足上述条件的曲面必定能够在应 3 的-个刚体 运动下 彼 

此重合 - 

L 0. Gauss 方程的直接推论是 Gau 阳绝妙定理：曲面的 Gauss 曲 
率是曲面在保长变换 T 的不变址. 

事实上 ， 由 Gauss 方程得知 

j 办 1022 - (^ ia) a _ ^ r 2 t 2 

gng22 - (Qn) 2 9nff22 - {91^} 2 1 


因此曲面的 Gauss 曲率是由它的第一基本形式完全确定的■在= 
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F = 0的情形， Gauss 曲率 用曲面 的第一基本形式的表达式是 


K = 


▲((噥 


VE 


在帥 [ Hi 的等温参数系 E = G = X ' F 则 Gauss 曲率的 

表达式是 I 

1 / d 2 \ 

K = ~^\ d ^ + d ^ J logX - 

Gauss 绝妙定理是微分 JL 何学发展过程中的 M 程碑，开创了内:结 
几何学的新时代 3 进而引发了 Riemaim 几何学.另外， Gauss 曲率？ 
曲而作保校变换时煶保持不变的 3 这个并实在寺求两个曲面之间是子 
存在保校对应时起重要的作用， j 


§5.2 例题详解 

例题设容许的参数变换是命喵=假 | 
定 d ^) > 0. ffl g ^ Aui 表示曲面 S ' 在# 数系 OW ) 下的去一类 
基本砧和第二类基本〗: it 用 g ^ X f i 表示曲面 S 在参数系 ( v \ v 2 ) J 
的第〜类基本想;和第二类基本 M . 诹明： 

9o：0 ~ 的： 

证明在容许的参数变换 U a = I ; 2 )仄曲面 S 的参数方程 ' 


成为 


这样, 


因此 


r(uK 沪卜 2 W )) = r ( v \ v 2 ), 

dr dr du 1 
dv 01 du^f dv a 1 


s _ dr dr _ f dr dr ^ du J 3u 6 _ c A 

9n0 = W 硕 = [& u 7 ) dv ^ d ^ = SW /3 


§ 5 . 2 倒超详解 m 


例题 5.2 用 ㈣ 表示(^)的逆矩眸，用(尸,表示 (5^3 f 
逆矩阵，：证明：在上题的参数变换下有 

证明 ㈣ 是 (細 3) 的細阵,这意味着 §^9^3 = #；冋理， 
㈣ 是 ( W ) 的逆矩阵，这意味着 - •哎用 （#) 记的 
I 逆矩阵 3 0卩满足条件 

A % a } = a^Al = 6^ 


另外 1 

n r dr f dr du n \ ( dr \ dr / t 2 2 m 

^ r ^ a ^ = { d ^ d ^) x { mWJ " x a ^( a i ^- a 1 a s ) i 

因为 det£ag) =« 1*9! - 4 所以 

dr dr dr dr 

^ dv 1 X dv A _ du ] du 2 _ „ 

- 5r 

* X dv ^ du 1 du 2 

f 对曲面的参数方程再求导得到 

I d 2 r d^r du 1 du^ dr d 2 n y 

I dxf ^ dv ^ duU 3v a dv^ 3 ^ dv a dv ^ ^ 

I g 此 ^ A 

- d 2 r _ f d 2 r \ du 1 du . 6 £ 

I K0= dv^ tn= \d^d^ n ) 

I 证毕 . 

注记上面的变换公式可以写成矩阵栴乘的形式，读芾应该对下 
面的式子进行验证，这对掌握 Eir ^ dii 和式约定十分有好处_ 
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5 


由例题 5 J 得知 

§ 從 0 = 9^1^ 

在两边同时乘以并&对指标 J 求和得到 






在上面的等式两边同时乘以和并且对指标 O j 求和得到 I 

rK〆 ■ 

勾峰产='即 = 4『, ■ 

在最后一式的两边同时乘以 并且 对指标 1 求和得到 M 

也就是证毕， 

注记 1 读者对于本题的做法可能会感到不习惯 . 事实上，我们 
要利用的是矩阵的逆矩阵的性质，但是在公式 1 

3 ^ s ^ 2^0 I 

中的两个 Tffi 标都是求和指标，没有办法用矩阵 [ g (i ,,) 的逆矩阵 
的_元素去乘， P 3 此要设法空出 的一 个下指 f 礼采 ffl 的方法就是在 
公式的两迠同时乘以（的）的逆姖阵的元素并且对指标，？求和. 

如果把上面的公式用矩阵来表示，则上面的证明过程就变得更加 浒噺 

了-设 I 



并且它们满足关系式 a A = A-a = I (单位矩阵). B 设 





/ 9n 
\ 521 







p ：2 倒超详解 H 1 

" ~ — ' ' "" " 

^矩阵 g 到5的变换公式是 

I a T , 

其中 《 T 是 a . 的转 S 矩阵‘那么上面的证明过程成为 

A- g = a -1 -a'ffa r — g - 
g 、 A ’ g ' g ; g Q ^ '9 ^ 

g ^ A ^ a T r \ 

g — : g~ 1 ^ „4 ■ a — cl t * 1 * a, 

本题的结论对于任意 T 1 维的情形也是成立的 - 

注记 2 本题的结论给出一个十分重耍的私实 j 变换公式5 = 
^ J , a T 说明 0 在坐标变换时经受一个二®线性变换，称它为一个二 
盼协变张 M % 而它的逆矩阵 g- L 在坐标变换时经受另一神二麗线性变 
换 g - = a T ； g~ l a , 通常称它畏一个一阶反变张坫.这就是说，曲而 
的第一类基本在坐标变换下®循 < :阶协变张 U ： 的变换规律（因 
^而也把曲面第一类基本量称为度量张®;而且 * 度 W 矩阵的逆矩阵元 
素在坐标变换下遵 循二阶 反变张 M 的变换规律.因此、 rtli 面上张 
t 的指标借助于厂 1 和 .*? 可以上升和下降+例如 ，记 



则例顢 5.1 的注记给出&在坐标变换 F 的公式足 i - a U 、 这说明 
6 保坐标 变换下遵循二阶协变张站的变换 规律- 考虑矩阵则它 
坐标变换下的公式是 

b g~ l = [a~ l ^b (a r )~ l ) - {a T g~ l - a] = a -1 ■ (6 ^ -1 ) a, 

矩阵 t 厂 1 的元素是 g W 上面的变换公式成为 
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例题 5.3 如果用表示关干細)的 CliristoiTd 记号，用 
表示哭于心 a 的 cliristoffel 记号 T 证明 t 在例题5 J 的参数变换下有 

A = + 為化 -1 

5 i? a 

其中（々）是 (o 的逆矩阵，即 AS = ■ 

证明本题实际上是常规的 计算， 但是这个变换公式十 分:® 耍，我 
(门在这里示范性地做一胤希 S 读舌能够独 立地洱 做一遍 . Christoffd 


E 号逛 第. -类基本 liLgw 的一阶偏导数的表 达式， 所以我们对的 
坐标变换公式求导得到 3 




由此得莉 


dg^i 丄 h _ 的邱 
dv^ 十 Sv^ _ dv^ 


- g ^ a ^ a i a fi + ~ d ^ a ^ a ^ ~ 瓦 T 叫％ 

d€&f £ 


箸，- ㈣ 徘如 


du ^ 

dv ^ ihr ^ dv ' 1 


这里运用的技巧是换 斤 1 作为哑梠标的宇母，例如 




^90} 


其中（乂 都® 求和指标，它们的功能只是衷示 求和， 称为哑指标，所 
以用什么希腊字母来表示是无关紧要的 * 把5记成 C ， 把 C 记成4,则 
不影响该求和表达式 3 而这样做的结果却使相应三式的能够 


|5.2例题详解 J 43 


统一 起来，作为公共的因子提取到括号外面来了 +上式成立的另■ ■-个 
因素是 


^7 n _ 

I = = 9 ^ dv ^ a ^ = 

f 9^!i f d 2 u . f/ f d 2 u^ f da% 

= 岛 〆 = 

c c d 2 ^ c d ^ u n da % 

= g ^d^dv^ = 峽 1 dv^dv^ = 
c ^ a % da % da %_ du tf 

再利用例题 52 关 r ， 的坐标变换公式 4 s yi - - 得到 


<0^11 笔 y 

9 ifi d ^ dv ^ = 9 ln dv ^ dv ^ 

i d 2 U n C d 2 u ^ 

g ^ dipd ^ " 9 ^ a - d ^ d ^ 


H 


f d 2 ^ f d ^ u v 




& v a dv ^ 




&9S$ dg a s _ dg a 0 、 
dv a dv^ dv^ j 

f ^3^Tj 如 7 

l du^ du 11 沒 


) 4 a i a } 


2 s + 2 加 

^ du^ du n dv 1 d 2 u^ dv^ 

丄 io ).-u u 十-八 cu n. .,^ ■ 


d 2 u ^ du ^ 
dv a dv ^ dv ^ 


例题 5.4 求曲面 s 匕 /(a y ) 的 Christofifel 记母. 

解 Ctiristoffd 记号足用曲面的第一类基本 M 及其导数表示的表 
达式.但是本题已经给出了曲面的方程 3 所以可以利用 CluistrfFd 记 
号的几何意义莨接求曲面的 CMstoffd 记号，即在 f| 然 
标架的向址、上的分 M. 现在曲面的参数方程是 


{^ yj { x r y }), 

这里的 a ： j 分别对应于 W , 于是冰就是 ril = ^ 在匕 上的分 
a , 就是 r u = ^ ^ r , 上的分 s , 如 此等等，即 

r x + + Ln , 
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^ lf * 

r w = ^22 r 3 ： + r'la^u + A r ?l- 

显然 

T.s = (H fz )』 Fy ; (H fj /}， 

= (0, 0,. fxx)t T ^ v ~ (^ T ^5 - f ^ w )' r w = (n 

因此 

如 =I + /^ T gi2 fx/^1 922 =■ 1 + /^| 

9 = 911922 - ( g \2? = 1 + C + /^ 

相应的逆矩阵元素是 

Q n -- 1 ‘卜 12 = /g/y 22 _ 1 + /】 

i + /| + /? f 9 ~ TT 7 fT 7|- 

求内积得到 

I 112 = Ti2l ~ ' ^'x — fxfxy,}/ f 212 ^ ^ 22L -- r — 

r 3 £2 = ^I ， y^ x = hi vv ' r 2 22 = r tiV r v = H 

因此 

rUr u = 1 治廖 

- = s u r m 十 ^ 2 r n3 = 

1 + /i + fft 

r<l_Ur* , 」 2” fxfw 

i 22 — £f 1 \22 + 9 1 222 — ■~~~Ti . f2 f 

1 + # + 


il ^^ rxu+^r 211 = 


/ J // x 3： 

i ^ n+rr 



§5.2 例.題 ilf ■解 145 


r?2 = = ^ l r n ^ + 


i + ji+/r 




例题 5 . 5 设 S ., ， 的是定义在冏一个参数 K 域 P c E 2 〖 1 的两个 iH 
则参数曲面 i 假定在每一点 e 认 〖 irm % 有相同的第 -- 基 
本形式和第二基本瑕式&的 n 然标架场是 C ^;_}, 
i =： . l t 2 * 命 

⑻ = (心) - r ； f :') 十; j ” ’ #), 

以 U ) = ( ri 1 ) - ri 2 〉) _ ( n w - n ( 2 )) : 

f ( u ) — ( T1 ⑴- 71( 2 )) ， 

证明 ：函数 / 满足 F 列一阶线性齐次偏微分方程组 


= i'^fs/s +r%/ 私十 + 



证明因为在曲面的 T s 2 上采用了同-组 参数， 因此在 K 域7?上 
叻面&柙 sv 都有相同的第一堪本形式和第一 .ffi 本形式的意思足、它 
们在毎•-点都有相同的 第一类基本-和第二类站本于是它 们的雄 
本公式 中的系 数函数 C，, r b a(3 fli ^ 都是相 同的. 对函数关于 f 
求导得到 
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= (a (c - r f ) 卜⑴ - w )) 七 n )) 
+ (，外 (r 冰” - 作 ^ ( n ⑴-一 : 

— Ftrjf 时 + r^ 7 /ff (> 4- ha-f/s + ^7./^- 


对函数/。关于 f 求导得到 


0 U 


( dr ^__ 
^ du y 


dr ^ } 

diff 


r u ) _ 


■.⑴ 一 打 p > 


On ' 1 11 dn ^ 2} 


dm 


du ， 


(「 I7 ( r V ._ - 4 ’’) + 、 ( n u ) _ n ’ :2: 

+ (『 i 1 )-， 冬外 卜門) 

— ^4/<rf + 1^/5 + 6f, 7 /. 


n ⑴ 一 n ⑼ 


对函数 / 关 F u 7 求导得到 


& l _ 

dvn 


鹗-盖 )■(，，) 

( h]. 1 - r f j ) _ (祚⑴-卩⑺) 


mu 


证毕. 


例题 5 , 6 设 6 邱是曲而的第二类基本 M , 圮 
方程组 

d?rr diL^ ~ b ^n + 吟切 

和 God ^^ i 方程 


广' 证明 


拥时 _ 彿饮， _ pi I f 

~ diP ~ ~ _ 


是等价的. 


p -2 •例竭烊解 147 


证明 ㈣ 是 ( g ^) 的逆矩阵，所以对此式求偏 
导数得到 w l 一 




因此 


監 = 一 〆 〜嘴 =1 v (,^a +伽 a) 

a = - 9 岬 u —— 心一心 


这样, 


nx 


. 后 ( 广 + 峋 tF - 

(繫-^) ^ - b ^ (m 十 々 r ;) 

(禁 -說 m ㈣ 

+ 9^ (& D ^ r ^ y5 — * 


因此 

n - §+ 孤-啦 

= ( 磬-為+ Wr ㈤ ， 

由此可见， 左端式 子为審当且仅肖右端的括号内式户为:譽-证毕. 

例题匕 7 证明： 乎均 fih 率为常数的曲面或 荇是 T - 面，或者是球 
面\或者存在参数系 （ n ), 使得它的第一基本形 式和# 一丛本办式能 

够表示成 

I = A (( dii) 3 + ( d ^) 2 ) , 

I = (1 -t- AH)(dti) 2 — (1 - Ai/)(d7j) 3 ^ 
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其中丑 是曲面 的平均_率. 

证明 T 面和球而都是平均曲率为常数的曲面.假定常平均 曲窀 
曲面 S 不是平面和球面，即曲面 S 不是全脐点曲面，在 S 上取非脐 
点 A 则在点 P 附近能够取正交曲率线网作为参数曲线网，相应的参 
数系是这样，曲面 s 的两个基本形式成为 


E[duf + G[dv) 2 t n = L(duf -h N ㈣ 2 , 


平均曲率是 


乙 1 «4rJ - 

— + — I —常数 * 


ilttf 率是 M ^ Ki > d 此时 ， Codaazi 方程写成 M 简 

单的形式 . I 


BL _ BE 
瓦 = H ~^ 

因为 H 是常数，上式可写成 


ON ir dG 
~d^ = H d^ 


jr% 

(L ™ HE) = D : —(N - HG) 


& 就-亂函数 L - HE 勻 v 无关 + 函数 Y — HG 与 u 无龙，干是可 
以假定 I 


L HE = a(u), jV ~ HG — b(v )， 


上式可以改写成 


d(u) = i ? (去 _ 打 ) =E - —~ 


K v ) = - 好 ) = ~ G ' 


— 吨 


因此 


E — Aa(it), G = —Afj(v) t A = - > 0 f 

ftl — fCj 


曲面的第一基本形式成为 

[ = A (a^Cdu)^ - ^(ir](dti) 2 } 1 咖 ）: > 0 S 咖 ）< Ch 


§5.2 例题详解 H 9 


$进新参数 

j yj ffl(u)dti t ^ = / \/- 咖)私 
则有 

I-A {(duf + ( 刪 . 

假定在新参数系 V) T r , 曲 M 的第一裡本形式是 ^ = Liduf^N^) 2 ^) 

因为 H = _ (.+ 要卜所以 

故有 -- x--^ 孑 

L = 1 + AH, N = XH — 1, 
a = (1 + XH){dilf - (l- XH)[dv) 2 . 

证毕. 

例题 5.S 求曲而 S 的参数 方程， 使得它的第一基本形式和第一 
基本形式分别为 

1 = (1 +xi 2 )(dw) 2 -I- xi 2 U == ^ ^ ^ 〔 (ditx” -h u d (<i^ + ) 2 ). 


m ft 假定得知 



验证 Gauss 方程： 

- 4 eg 








由此可见，根据曲面论基本 定理， 存在曲面以给定的两个二次微分 _ 
式为第一基本形式和第二基本形式， I 

为求 跗面的 .参数方程，应诙解 Itlfl 然标架场的运动方程⑽面论 
雄本公式）给出的偏微分方程组，但足，注意到给定的两个二次微分 
形式中 F = A：/ = 0,并且所有的系 数只依 赖一个参数义旋转面的两 
个基本形式正好符合这种怡形> 不紡假定所求 的曲而 的 参数 方程是 

r = (f(u) cos v, f(u) sm v, s(^)), ■ 

其中 /(B) >0^(4 是#定的函数.经直接计筇得到 3 该旋转麻的两 
个基本形式是 


I ={f 2 (n) + 作 )) ㈣ 产 + f (u) (dvf, 

' _ /»■?»- 广⑻〆 (u) « 




f ri {u) + g f2 (u) 

与已知的^次微分形式相对 M 得到 


尸 2 ㈤ - s' 2 (^) = 1 + f 2 (u) = 

r ⑻ - fw ( u ) 1 


vr 2 m ^- g i 2 { n ) vi + ^ a 

从前两个方程得到 





/» + 没» 


\/l + u 2 


fW = ^ i ( W ) ; U T q { u ) 


§5.2 釗題蛘解 15 L 


Hr— 

经 f 按验证可知它们也适合后两个方程 ^ 因此， 所求曲面的参数方程是 


r = ^wcos^a tisiiiv, - u* j , 

注记下面我们采 取莨接 解微分方程的方法求解曲由第 
#形式计算得到 

I r i _ i£jgg^_. 气 — 1 = o ‘ 

I l ^~2 du —1+/ 11 ^Odv 

■ idiogE V 2 = i^iogq^l 

1 11 ^ 2 dv = 0, 112 " ^ du u 

, 1 dG U ”2 — 1 dlo ^ G 一 n 

= dv 

根据曲面论基本公式 i 考虚微分方程-组 
dr dr 


_ 丄巧 

26' dv 

imogG _ i _ 

2 du u 
imog£^ 0i 

2 dv 



: r 

dr„ 


■du ' 

=1 

dr u 

d 

dv 

=■* 

i 

( 

dr v 

—r 


B —X 

dn 

- - •: 



Vl + 




— —F, 


jj"™ 

An + r ^ r 15 ^b 22 n = 


— xj — 


yoTH^F 

Vrr ^^ 


其中 r, ril1 r ts n 都逛未知向坫函数 ■ 由第 H G 个方程得到 


a : v _ 0 /dr n 
du^ du \ du 


— ti 


(TTW 

u 


u dr u 
-Mi 2 du 


飞 i + 7 /〒 vTTt?^ 
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所以 


由 第 4 个方程得到 


r = — a{v) 4- Jib(u) + c{t ?)： 

2 

r- u — uo (^) ― 6( t p )i 

T x . + - C f '( V ), 


r [: = uf { v ), 


与前面的最后-式对照得到 a l ( v ) = 0, c f [ v ) = 0, b f { v ) = /( u )/ 因此 
ti (^) = a f c [^) = c , 再由第 3 个方程得到 I 

n = \/l + u 2 fa - i [ua + b[vy)) 


J. u‘ 

Vl + u 2 Vl + tt ® 




由第 5 个方程得到 


Vl -h U 2 


f 1 

十 '~ ^^—r } [ua + b[v}) 

1 + 


+ u % t ft 


(u) + 


+ J—- __ 

\/l + V? u\fl + tl 2 


b [ v.h 


将两式对照得到 b if ( v ) = - b ⑻， f 是 


b = cosi ;6 i + simh 
i\ t =ua + cosi ?6 i + sin 
r v (— Kinv&i 4 - cosT f 6 s ), 

1 l £ . 

n — — ~ a - , + sintjta), 

VI + v 1 + u J 1 

选里 a , 61 ， h 都是常向 tt , 因为 
r u • r u =1 + t? f r u r„ = 0. r v * r v = u 2 . r”. n ^ r v ■ n = Q, 
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:代入得到 

■ u J I a [ 2 +■ *u ' o ■ fe + 16 j "" — 1 + ^ ~ p 

■ u,~(]biP — 2 sin a cos u ■ i - ^2 + ^ 

JrW 

j |o| 3 = lj a t = 0 ， 

5| 2 — cos 3 v|&i | 2 + 2 sm^cosu ， fn ■ h + sin 2 u|&a | 2 = ^ 

I sin 2 u| 6] I' 2 - 2 sin f cos v ' 6 i ， h t? | frs p = L 

因此 |al 2 = Ihl 3 = A# = l i ab 1 = ab 2 = b,h 2 ^ 0 , 并且 
a 3 bu h 构成右 手系 . 直接验证 # 知第 『个 方程是成立的，取 
b] =, = (0,LO) r a= (OAIU = (0 S 0 ; 0), 则得所求的曲 



例题 s. 9 欧氏空间五 11 中的一块曲面 s 是可展曲面，， £1 ■仅、 
| :屯的你卿曲率 it 恒等于零；持别地1 S 是可展曲而当且仅 . 1 G 亏 
I 平面可以建立保长对应， 

| 证明我们知道可展 ffl 面在局部上可以和、1 7 ,面违立保设对应，而 
[ 平面的 Gmiss 甜率恒等于本，并且保长对应保持邮曲率不变，因 
I 此可展曲面的 Gai 細曲率为零< 现在只要证明充分性成立-设曲面 S’ 
的 Gau SS 曲率允三0‘ 如果曲而 S 上处处是脐 点， 则曲商 S' 是由平点 
I 组成的’所以曲 面*? 是一块平 -面. 现在假定点 PE? 不逛脐点，则有 
I 点 p 在曲面 s 上的-个邻域^使得在 L 上没有胳点、 T 足在 P 内 
I 可以取正交曲率线网作为#数曲线网所以 A 井乱 
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不紡假定&曲线对应的主曲率 A = NfG 恒等 干零， 千是 N ^ Q : I 
( L 由 Codas ? Ki 方程得知 


Tr dG 9N n L N L 

H d ^ = ^I = ^ 2 H ^ E + G = E ^ 11 



因此 


关键是要诋明曲面 S 为直紋面，更具体地说，我们要证明 每一: 
dti 线是直线-为此只要证明心曲线的切方向不变 ； 即^ x r T ，兰 
堪实上 T 根据自然标架的运动公式我们有 

T'tju — 1 22 ^~ ** + r 言3 5 a 作= r^^tt 4" r *22 i 

『ij 打 X T \. 二 T ^ ^\ i » 



由 C 所满足的条件得知 


1 dG 
2 Klhi 




故有 


r L .„ x r T , = G, 


得证.下而要证明曲面 s 的啤位法向沿〃肩线;造不变盹实际 
上根据定义和假定，我们有 


■Ajf — 0, — 一 iV — 0| 


it = 0] 


因此心 R 能是零向董，敁 m 沿 u - 曲线是不变的> 所以 S 是可展曲面 I 

现在假定曲闹 S 在局部上吋以和平而逮立保长对应， 而平 面的 
Gau ^ 曲率恒等于零，并且保长对应保持 G : 羅 s ftll 率不变，由此得知 
曲面 S 的 Gauss 曲率 为岑， 因此 S 是可展曲甜 ■ 

例题 5.10 已知曲 K S 和 S 的參数方程分別是 


ay , hv , + 以 2 )) t 
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士闲 2 + t5 2 )) , 


^ ab - ab . 那么在对应 u = u , T , 曲面 S 和在对应点有 
相同的 Gauss 曲率 ; 但是当 {a 2 ^) ^ (汾)以及 (a 2 T 6 2 } # 眞 a 2 ) 
时，在曲面 S 和3之间不存在保长对应 ■ 

解经直接计算得到曲面 S 的第一基本形式是 

| I ; « 3 (X -H ^ 2 )(du) 2 -r 2a&wvchw 知 + t 2 (l 4- t !2 )(du) 2 r 


第 二基本 形式是 


f l + Xi^ + V 2 


( clu ): 


+ u 2 + W 


(dv)\ 


所以曲酣 51 的 Gausd 曲率是 


a 6 (l + u 2 + v 2 ) 2 

因为曲面左和 S 的参数方程有相同的表达式，只是系数不同，因此曲 
面5的 Gauss 曲率也有相同的表迖式 

1 „ 1_ 


ab {\ + u 2 ^ v 2 ) 2 ofc(l + ^ + v 2 Y 

由此可见，曲面5和5在对应点 u = ^ v = 5 有相同的 Gauss 曲率 + 
如果在曲面 S 和左之间存在保长对应 

u = ' u (« ? tf }! a = i >( u f u ). 

则根据 Gauss 绝妙定理，曲面5：和 S 在对应点应该有相同的 G_s 
ft 率，即 

I _ 1 

afc(l + u 3 4-^ s ) 2 o 6 (l + ti a + v 2 y 1 


故有 


f (w,”） + v 2 (u,v) — u l + v 2 
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因此曲面 S 上的点 (u, v) = (0,0) 必须对应着曲面亏上的点〔&: 
〔0, 0), 即 

^(Oi 0) — 0, v ( O t fl ) — 0* 

将前面由 Gauss 绝妙定理得到的恒等式分别对求导得到 


du ^dv 

；• - f- v 一 — 

du du 


du ^dv 


将上面的式子再次对％ ^ ■求导，井且 


⑵ MS )、 1 ， 


2 


(dv 
十 （瓦 


~ 0. 则得到 

du du dv dv 
du dv + du dv 


/ 8u dv \ 

t _ du du \ 

J ~ 1 du dv ^ 

V ; 瓦 / 

则前而得到的等式表明 Jku , v )= i 0 ^ 是正交 矩阵， 不妨设 




coa 旮 sin 丑 
- ssu \$ 


其中 e = ± L 因为假定给出的对应是保长对应，根据保长对应的条件 
应该有 1 


+ V 2 ) abuv 


< i 3 (l ti 2 ) aMij 


ahuv 


^ 2 (1 -\-v 2 } 


abuv 


朽 1+栌) 


让 [u..v、 二 (0,0}, 则报椐关干 l / 的假定，上而的等式成为 


oo&O sin ^ 
-e sin ^ ecoad 


d 2 0 
0 b 2 


coa - 0 _e sin & 
sin 沒 e cos^ 


i a cos 2 8 -(- b 2 sin ' 2 6 = o . 2 ; [P - d^)sinffcos d = Q, 
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■ . ..~ _ ~I … ^ 

d 2 sin J 0 + b 2 cos 2 B ~ 

^ b 2 = 则从上面的第一、三式得到弘=沪= P 如果 

^ a 1 , 则从上而的第—式得到或者6 = 0,或者0 = #2,即 

| f P ) = ( 在 2 ， P ) 或 （ PT ^ 2 ) ^ ( b 2 Jl l ), 

囱此当 ( a ^ b 2 ) ^ ( a 2 JP ) 以及 (cW (6V 2 ) 时,在曲面 S 和5之 
? 何不可能存在倮饫对应-证毕. 

这个例题说明 Gauss 曲來相等是两个曲茴能够建立保长对应的 
必娈条件，但决不是充分条件，本题的做法的要点在 f, 肾先断 Q 葙 
有保 长对应，则必定是把点 ( 0 , 0 ) 映到点 (0,0) ; 然后保长对应在该 
点的切空间诱导出正交 变换， 由此得到必须有 ( a 2 .. iP ) = ㈣ 2 )或 

例题 5.11 设~ ^ &是从曲面&到 的 的连续可微映射， 

其中曲面$没有脐点，并且它的 Gauss 曲率 K 不为零，如果曲面& 
和^在所有的对应点、沿所有的对应切方向的法■曲率保持不变，则 
有空间护中的一个刚体运动 h ❸使得 

= ^\ Sl . 

证明因为在曲面&上没有脐点，所以在曲而 A 上可以取正 
交曲苇 线网作为#数曲线网 T 是曲面&的两个基本微分形式 
成为 

I- E ( du ) 2 4 - G(dtj) 2 f II- L [ du ) 2 - hNidvf , 

并且 

L = JV = 构 （I wi > ^ kj ^ 0^ 

山于假定曲而&和 & 在所有的对应点，沿所有的对应切方向的法_ 
率保持不变， B 此切映射^首先应该是处处非退化的 t 否则&在某 
处的一个切向 M 将在切映射^下映为零向 k ， 谈不上保持对应切方 





方程是 


15 a 系五章的凾论基本定理 

-=— -^ — — 一〜 

向 的法曲 率不变 * 〒是 (屮 V ) 也可以作为曲面&上的参数，从而 C 是 
曲面的 和曲而 s 2 上有相同参数值的点之 W 的对应 + 不妨设曲面％ 
的两个基本微分形式是 I 

1 = B(duf + 2Fdudv + G(dv} 2 , 1 = L(du) 2 -( - 2Mdudv + N(dv) 2 . 

因为在对应 c T ， 曲而 & 和& 在所有的对应点、沿所有的对应切 
方向的法曲率都相等，因此曲面馬沿心曲线方向的法 ft 率应该是& 
沿 U ■曲线方向的 法曲率 应该是 W 井且它们同#是 曲面& 在每一点 
沿各个切方向的法曲率的最大值和最小值，这就逄说，…也是曲 
面上的正交曲率线网，故有 1 

P — Af = L — iftifi, jV = 

这样，曲面 & 和&在对应点 、 沿对应切方向的法曲率相等的条件 

成为 1 

々^( du 〕 2 + K 2 G ( du) si _ + K 2 G '( du ) 2 I 

E[du } 2 + G ㈣ 2 = E(dn)^ + G(dv ) 2 + ■ 

将上式展开得到 4 

(心一 k 2 )(EG - EG)[du) 2 (dv ) 2 I 

由无 > 0, 并且上式是关于 du ^ dv 的恒等式,故有 E €- EG =^ 

设 | =害= A , _W I 

I — Al n ft = Alp 

因此我们需要 iiE 明 A -1. 

在正交曲率线网为参数酣线网的条件下 ， 曲面 * S \ 和的的 CodaW 
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其中 H = -(^1 + 風兔 E ;入1^ (J = XG，L 
上面的第二式展开，井且用第一式代入其中得到 


XL, N= 枰 


C^i ~ ^)- 




所以 


… rL 

- Dj Ts- — 

ou ov 

即 A 是常数-将£ = W，G = 代入 Gauss ft 率在正交参数系下 
的表达式得到 


但是，在另一方面 


K= -1C 

A 


K = = K ^ 0, 


故得 A = L 由此可见，曲面负和&有相同的第一基本形式和第二 
基本形式> 根据曲面论基本定理中的唯 一性， 在空间 E 3 中存在…个 
刚体运动*使得 = 诋毕. 

例题5,12设曲面 S 的第~■基本形式是 I = JS(du) 2 + SFd . ii.dtr 十 
G(dvf . 证叽它的 Gauss 甜率的表达式是 


(EC-F 2 ) 2 




E v Gji 

~Y ~Y 


E F 


F G 


证明此题的 M 要性在于 ： a F = 0 时我 n 巳经有 Gauss 甜率 K 
的简串的表达式；当 r # 0时我们尽管有用_面的第一类基本 W 表示 







teu 第五章 曲面论基本定理 


，其中 


Gaus s [ Itr 率的一般公式 * 但是表达式是比较复 杂的. 本题把 Gaufis 曲 

率 K 表示成行列式，相对而言该表达式比较简洁. | 

LN — M 2 , 11 

已知火 jF 3 > 其中 I 


I* — ^ ti Tf ' ^ 

M =r uv - n 

_/V = f Utf " Tl 


(t uti, T u . T 1 !,) 


^ X r^| 

VEG - F 2 

{^UVi T*u) 

_ tiVl J M ) 

\r u X r v \ 

VEG - F 2 3 

^U5 ^3i ) 

(^ti»t7 5 ^Ii3 ^fl) 

r u x r z> 

s/EG - F 2 ' 


因此 


LN - M~ 

EG- F 2 
1 

{EG-F 2 ) 2 


{EG- 


( ^ T£ K ' ^ H I V ) ' t'^txrr ^ v) './^'u I' 7 s ) } 

f / \ 

V itu *『 iit f 了 _ u « •『 u . ^-uti 

< dRt r u * r vv r u - r u r u ^ r v 
I \ r v * TVy r„ * r u r v r v j 

(^ MV H ^ tl'Lf " ^%4 .U r ^ 

— det r u - r uv r u r” - r v 


r v - r v - r, 


r v - r 1; 


[EG- F 2 } 2 


det F v 


— det 


^tju 『tnr 


— 函 

F (八 1 

n- T 

G v 

l 2 

E 

F 

F 

G 

K 

o u 

T av ' 

2 

2 

~2 

E 

F 


F 

G 
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jg 里， （ r 1iTi , r Ul 1 ( r ,. u , r [i! r v ) 是两个行列式相乘，其中向彳 [ I ： 〜 ^ 
的每一个都看成一个列向 tt . 在做行列式相 乘时， 将第一 
行列式转置，其值是不变的;而两个矩阵的行列式相乘等于这两个 
矩阵相乘的行列式；此时，第一个矩阵在转®后，向址 r ^，^, h 的 
每一个都看作行向因此按照两个矩阵相乘的规则，所得到的矩阵 
的各个元素恰好是相应的两个向世的 内积. 于是我们有 


同理，我们有 


r 训 - r m： 

^«u ' T'u 

^ un ' ^ v 

^ u " ^ vv 

Tti - f u 

f*u - 

r v - t vv 

m u 

r v - r„ 


= det r u - r 


^'lilt 

^ ^uv 

iiu ' 

7 1 11 

^uw 

■ n 

r u - 


r u - 

^ U 

r u * 

r 1: 


^ U.U 

7\- 

r u 

Tv - 



再存 


^UU ■ 


r uu ^ r v 


ru V ^ r u 


T" ¥ T -|g 


,■ a T B , 


^ L'V ® V 


(r^ r„)„ - r u - r uv = F 1Jr - 

1； , E v 

- = ^"1 

1 v 、 _ G u 

. ^ 1， ^ 11; = ~2~ 1 

(^ f ； * ^ r*)u — ^ T 7 H ^UV = — ~2~ * 

' r v )v = 
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这样就得到前面给出的公式，根据行列式关于各列的线性性质则有 


l"uit f r vv 

K 

2 

- T 



E v 

2 

2 

凡 - T 

E 

F 


E v 

~2 

E 

F 

G v 

2 

F 

G 


G-u. 

2 

F 

G 


T" uu " ^vv 

E u 

2 

p --hi 

Ti 2 


0 ^ 

2 

~2 

JT 

v 2 

E 

F 

一 

— E 

2 

F 

G v 

T 

F 

G 


( J q p 

G 


疒 UV ■ r uu 


T 

E 

F 


~2 

F 

G 


^uu w ^VV 

K~y 


0 

~2 

G u 

2 

F 


E v 

~2 

B 

F 

0, F 

2 

G 


Gu 

2 

F 

G 


B u 

r uv T*ut) 

0 E 

0 F 




E , 


F 

G 


^UU ' ^VV ~ ^UV * ^WJ 




五 U P Ejf 

~2 u _ T 


E 

F 


F 

G 


0 ^ 
2 
17 

^ E 
2 

G ' 

~2 


F G 
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现在 


t uu- ^ r vv — "pi 


I£V * lil.' 


~ ^fi " ^UW _ (,!!*■ 『 1L1J.)U + FU - ^UVV 

=(n * r v ) uv - { r uv r 丄一 ( r K ■ r , 


tJJt 1 It' 


—+ F HV — - G uti , 


得 iE 


§5.3 习题 

5.1. 验证：曲面 S 的平均曲率 J ? 可以表示成 

H = U a ^\ 

2 

并且莨接证明斤在保持定向的容许参数变换下是不变的. 

5义设 R 是关于甜而的第一类基本 M i ? w ( TiVW ) 的 

Riemarm 记号.用带的记兮表示在参数系下相应的他 
并且 记參数变换为= u a { v \ v 2 ). 

(1) ffi 明：在参数变换下 Hicm ^ ii 记号的变换规律是 

其中喵=并且（邛）是〔切的逆矩阵. 

(2) 证明： Hni * i = - d ^ a?) 3 t 

5.3. 证明下列恒等式： 

(1、 9 乂+ 

⑵磬令，為 

( 3 ) r ^f = ^ d ^J ■ 其中5 = 911922 - G?12) 2 , 
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5.4 .已知函数 /( W ) 满足微分 方程俎 

~ + 1^3/私 + fp + M/ran 

|^=-&^ ft + r 7^ + ^/r 

du ^ 


■^ Kh , 


其中⑽是 ffi 面的第一类基 本]^ (一 ） 是 I ^ b ) 的逆矩阵 T r: 
相应的 ChristofF^l 记号■命 


F (^ l t u 2 ) = g ^ st^ 5 + idffi + /' 


G t fi = 


征明： m ^) =0 ^ 1% 

ouP 1 

5.5. 证 明：若 ( u , v ) 是曲面 5 上的参数系，使得参数曲线网是_ 
面 S 上的正交曲率线网，则主曲率 b 满足方程组 


j \ 


dt^2 (lu f \ 

^7 = 25^-^ 


5.6. 设曲面 S :r = Tiu ^ v ) 的第一基本形式为 


证明: 


I = V) ( 〔 ch / 广十 （ dt 十 ）. 


r uu + r vv - 2X 2 Mn , 


其中好是曲面 S 的平均 曲率， 打是它的单位法向 量， 

5.7, 已知曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式分别& 

I ((duf + ( du ) 2 ) , X(u t > 0, 

I = L ( dii } 2 + 2 Mdudv -^ N{dv} 2 , 


证明: 


9H _ d fL-N\ t m 

:冗 V 2 ) 丁 i 


§ 5.3 习题 m 


.OH dM d fL - N \ 

其中 F 是曲面 S 的平均曲率 

5 凡 & S 是舻中的一块 ffl 面，它的主率是两个互不相等的常 
fi 函数 T 证明： S 是 [0 柱面的一部分. 

5.9. 已知曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式分别是 

I - ti 2 ((duf + ( dvf ),. 

I — + B { u , y )( du ) J2 , 

证明：函数 AOj )， s (%〃） 满足关系式 

A ( t / r u 〕 ， B (») = l t 

并 丘它们 K 是 ^ 的函数 * 

5.10. 已知曲面 5 的第一基本形式和第二基•本形式分别是 

1= 占 (« + (dvf) , 5 

I = A ( v. t ?;) ( dtt) s + Bjtfrj - wjfdu ) 2 ! 

证明：函数 3( uj ) 满足关系式 

d(iv”）’ B(u,v) = 

并且它们只是 u 的函数， 

5.1 L 假定曲面 S 的第一基本形式 I 和第二基本形式 II 具有如下 
的形状： 

1= —Jl = (dw) 2 + C?(«)(di;} 2 T 

求函数 G ( u ). 如果进一步假定函数 0 { u ) 满足条件 G \ 0 ) - l t (，(0)= 
0,求诙曲而的参数方程. 
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5.12. 判断下面给出的二次微分形式 A 0能否作为空间五 3 中〜 

块曲面的第一基本形式和第二基本形式？说明理 A . I 

(1) 9 = {duf + [dv) 2 \ ^ = {duf - (dv) 2 \ ■ 

(2) ip = (dti) 2 H- cos 2 u (du) 2 t ^ — cos 2 u (dti)' - 1 - (dv) 2 ; 

(3) tf = (duf + (dv) 2 , ^ = v 2 (du) 2 \ 9 

(4) ^ ^ (1 + cos 3 u )( du } 2 + (< M 2 』 I 

- ;1 〔 ㈣ 3 + ㈣ 〕 3 ). s 

V 1 + cos - u 

5.13. 已知二次微分形式 A 少如下， I 

9 = E{u, u)(dii) 2 + G(u : v^dv) 2 , ^ = Ku, v) - ^ ■ 

其中函数丑 (A v ) > 0, G ( u , v ) > 0 ■若 R V 5 能够作为空间五 3 中一块曲 
匝的第一基本形式和第二基本形式*则函数五 ( W 、 G ( u ， v )， X (^- v ) 
应该满足什么条件？ I 

假定 E { u y v ) = G { ti T u ) 3 写出蒲足上述条件的…组函数 ^ v) t 
G { u , v ) } A ( u , i ;) 的具体表述式 > _ 

5.14. 设有两个二次微分形式 I 

ip = cos 2 没 chi 2 + sii^ i) = sin^ cos & (di^ - dir), fl 


其中 0 是 w s w 的函数，且 0 < ^ T u ) < tt /2. 证明 * 在中存在正剛 
参数曲而以为它的第一基本形式和第二基本形式的充分必要条 
件是函数 0{ u ： v ) 满足微分方程 I 


d 2 e d 2 e 

dlir dv 2 


b [n2 ^ 


5.15, 设有两个二次微分形式 

^ — A 2 (uj ■tjjfd'u 2 + dt' a )i 坊 = di〆- dv 2 ,, 


____ _ §5.3 习超 1 ST 

其中 x (^ v )> 0 . 逝明 * 在五 3 中存在正则参数曲 M 以 pv 1 ， 为它的第 
一趣本形式和第二基本形式的充分必耍条件是函数 A ( ju 7 ■;.._} 橄足微分 

A (£+ S ) = i + ( S ) 2 +(£)*• 

若该曲面■存 在， 清描述它具有哪些特征性质？ 

5.16, 设有两个二次微分形式 

^ = du 2 + dt ' 2 , ip = A ( u s - y ) dti 2 + p ( u s y ) dy 2 . 


求函数 A . p 应该满足的条件，使 a 从成为 E 3 中一个曲面的第一基本 
形式和第二基本形式.描述这张酣面的形状和 类型， 

5 』 7 , 证明： 存在 常数〜 使得下面的两个二次微分形式 


_ dtt 2 + dv 2 ，、— a ( dw 2 + du 2 ) 

( l + a { n ^ + v 2 )) 2 ' {1+<^ + V 2 )) 2 

能够分别作为某个曲而的第一雄本形式: fT 第二基本形式. 


_ US . 已知曲而3的第一基本形式如 I 求它们的 Gauss 曲率 

心#讎 


( 2 ) ^= 

(3) I = 


o ^ Ctd^jf ((1 幻尸） 
V 2 


, ^>0 t a >0是 常数; 


(du) 2 + jdv) 2 

( w . 2 + V 2 + c 2 j 2 ' 


Oil 是常数; 


[4) l ^( duf - t ^( dvf,a 是非零常数； 

〔5)1 = (duf 4- cosh " a 是非枣常数; 

a 

(6) I = ( d - ii ) 2 4- 

m 假定曲面 S 的第一基本形式为 


I — ( du ) 2 4 - Scos ^ dtfdi ? 4 - ( dif ) 2 . 
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§ 5.3 习题 169 


其中 3 = 9(v,vl 证明 * 它的 Gauss 曲率是 


K =- 


sin 没 


5,2a 证明在下列曲面之间不存在保长 对应： 

(1) 球面 i ⑺柱面；⑻双曲抛物面 t z = a ： 2 -^ 

5,2L 在以 F 曲面中，哪些曲面之问存在保投对应？哪些曲面之间 
不可能存在保投对应？说明理由< I 

⑴ Si : ri ( a , f ) = {cok I , 1 - usirn ^ & iut ! + ucosu , w i 1 ); 

(2) 5^ : u ) = (w + v , u — 

( 3 ) S 3 : r 3 (u ， v) = a(.u) + vi f 其中 a(w) 是空间择曲线 , J 是常 
向董 _ 

5.22. 已知曲面5和5的第一基本形式分別是 




(du) 2 + (1 4- m 2 )(du) 2 . 

T ^- rdn 2 - T - u 2 dv \ 


试 M ; 在曲面 S 和 S 之间是否存在保长对应？ 

5.2S, 设曲 面义和 .今的参数方程分别是 

r — (ucosi^ u sin v. log u), 
r = (ut ： osi>, u sin v. ij). 

证明：在对应 U 4 U = [下，这两个曲 W 在对应点有相同的 （huss 
曲率 T 但是在曲西 S 和5之间不存在保长对应. 

5.24. 已知曲面 S 和5的第一基本形式分别是 ] 

I = e 2 v ([ duf ^ rCL 2 ( l ^ rtt 2 )( dv )% 1 

1 = e 2 ~dfi 2 + 十 u 2 )dv% I 


其中〆 # K 证明：在对应 u = u, v = v T, 这两个曲面在对应点有 
相同的 Gauas 曲率.但是该对应不是曲面 S 和§之间的保丧对应， 

； 5.25 -已知曲 W S 和左的参数方程分别是 

r — (w cos v, it sin f ) 

和 

r = (ucos^j, iisiil !；, lagfii -f- /⑻ 3 _ 1)). 

判断在这两个曲 w 之间是否能够建立保长对应？说明 理由』 












第六章测地曲率和测地线 


§ 6 . 1 要点和公式 

1. Gauss 绝妙定理给出 f 曲而的 Gai.^ 曲率凡用第一基本形式 
表示的公式 s 开创了微分几何学的新时代，也就是把给定第一基本形 
式的抽象曲面作为研究对象的内蕴几何学的时代 ■ 通常，我们把欧氏 
平面看作是二维平直空间 (Gduss 曲率为 f), m 把给定第一基本形式 
的抽象曲酣称为二维弯曲 空间. 本审的目标就足研究二维弯曲空间中 
的几何学. 

2 . f 先要研究二维弯曲空间中 Fit ! 线的弯曲性质.我们采取的方法 
是先研究落在三维欧氏空间逆中的曲面上的曲线的曲率依赖曲面■第 
一基本形式的部分，这部分曲率称为曲面上曲线的测地曲率，在 ® 面 
作保忪变换时它是保持不变的，也就是说曲丽上 W 线的这部分 fit ! 率与 
曲面在外围空间妒中的具体形状是无关的- 

S . 设正则参数曲面5的方程是 r = riuK ^), C 遙曲面 S 上的 
一条曲线，它的方程是泸=# ㈤ ，《 = 1, A 其中*是曲线 C 的弧长 
参数. 那么 G 作为空间 E 3 中的曲线的参数方程是 

r = r(s) = r{n ] ( 5 ),^(^}). 

我们要沿曲线 C 逮立一个新的正交标架场 {r; W 3 }, 使得它兼 
颐酣线 C 和曲面 A 其定义是 

7" 1 ( 

e l = / ■ «(*;), = n(s), = e ：i ^ e t = n(s) y' Oi{s). 

as 

在直观上，向 M h 延将曲线 C 7 的切向址 e r = ^围绕曲而 S 的单位 
法向 M n 按正向旋转90°得到的.该标架场沿曲线 G 的运动公式是 

dr(s) . 
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de 2 

— =-^ c L +^ e 3( 

de:i 

~ — « 71^1 - r g , 


其中 K n e ^ 是曲线 C 的曲舉 向姑花 iffi 面的法向 M 上的正交投谢， g( 
〜恰好是曲面 S 上的曲线 C 的法曲率； % e 2 是曲线 C 的 ffi 率向& 
在曲面 6 T 的切平而上的正交投影.这里的&的计算公式是 1 

Kg - ' eg ^ r ;/ (5) - ( n ( s ) x r '( s )) 

= (^(5), r / ( s ), r ； f { s )} 1 I 


把鉍后的式子展开得到 



d 2 u l L dii ® d ? t ^ 

d 2 n 2 2 du ° du J 

" d ^ + 


很明显 ，4 只依赖曲线 C 作为曲面 S 内的线的#数方程， 以及曲 
面 S 的第一基本形式和曲面本身的定向，与曲酣3在£ 3 中的具体形 
状菇没有戈系的.我们把％称为曲线 C 作为曲® S 内的啪线的测地 
曲率.这个量对于抽象曲面内的曲线照样能够计算，因此是厲 于曲冒 
的内蕴几何学的 tt. 如果 S 是欧 K 平面 s 则 S 内的曲线 C 的测地曲 
帛就是乎面曲线的相对曲率> 4曲面的定向新转时；诙曲面上的曲线 
的测地曲率将改变符号. 1 

曲线 c 作为曲 w 5’ 内的曲线的测地曲率4和它怍为空间曲线的 
曲率^的关系式是 


K 9 = K f：OS 



这里@是曲线 C 的次法向 W 栉曲面 S 的单位法向 M 之间的央角， 
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4, 沿曲线 C 的上述正交标架场的运动公式中的&不是屈于柑面 
_内癒几何学的址，它的计算公式是 

ds 

m 

&u 

#为曲线的测地挠率 i 实际上， ffl 地挠窣心和法曲韦〜的 ft 质相 
同，都是曲面 s 在任葸一点的切方向的函数，与线 c 本身的哿曲性 
质无关.它有一些特殊的儿何意义： HI〗 面上的测地线和渐近曲线作为 
外围空间炉中的曲线的挠制 fr 好是测地挠率（参看例题 6.3). 此外， 
_i 的曲率线恰好是测地烧率的曲线(参看第四章 §4.1 第9 
款，或例题 6.5). 

5. 假定曲面 S 上的参数曲线网是正交曲线网 . 即曲面 S 的第一 
基本®式是 

I = E(dw) s + G{dv) 2 f 




曲线 r 的参数方程是 u = v ( s ). S 足弧长参数，它与〜曲线 

的夹 角是仏 则曲线 c 的測地曲率的 JAouvm ^ 公式是 


cU 


1 d k>g£? 
2 ^/G 


msO — 


1 d log G 



S 311 0 . 


6. 在曲酣 S 上测地叫率價等干零的曲线称海曲断 S 上的 f| 地 
紙 面 s 上的圖地线 M 调于曲面 s 的内蕴几何学的概念 - 

因为 T 面曲线的测地曲率就是它的相对帕率，因此 T •面上的测地 
线就足该 F 酣上的盲:线-巾此可见，曲 M 上的测地线的概念是平而上 
的直线概念的推广. 

1. 曲面 s h 的测地线 c 作为 s 的外围空间中的曲线的特征 
是；或青曲线 c 本身是育 Jt 或者它的主法向处处是曲面^的法 
向! it 从运动学观点来看，测地线 C 1 的特征是 ; 如果在曲而 S 上运动 
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的质点 P 只受到将 它约束在曲面 S 上的力的作用 （即 作用力的方向 S 
直于曲面巧,则点 p 的轨迹 C 7 是 #面 S 上的测地线. 1 

S . 曲面 S 上的测地线 C 所满足的内 在微分方程是 I 




du a dW 
t'b ds 


7 = 1,2. 


若曲面 >5 的第一基本 形式是 I = E(duf + G ( dv )\ 则由 测地 曲率的 
Liouville 公式得到 测地线 ■». = u ㈣ m ㈤ 满足的微分 方程是 


du I dv 1 

— =— COSP * - r ~ ™ Sin 
ds s/E ^/G 



d6 _ 1 dlogE 
ds 2 VG 


1 OlogG 
2\/E du 


sin 見 


这里 0 是测地线与心曲线的夹角.根据常微分方程的理论，在 fT 面上 
任意指定一点和在该点的任意一个切方向，则在曲面上有唯一的一_ 
测地线经过该点、并与指定的切方向相切. I 

9. 曲面 S 上的测地线 C 所满足的内在待 征是： 对于它在曲面 , S 


内的任意一个有固定端点的变分 G {- E < t < e ) 而言， C 〔= G ) 的 
弧拴是变分曲线的弧长的临羿値， I 

设 c : = 1:2是曲面 S : r W 2 ) 上的一条曲 

线， 其中《 且 S 是酣线 C 的弧长参数 * C 在曲面 S 内的一 

个变分是指定义在区域 x ( u ) 上的可微函数 

u a = u° ! Cs 1 i) a ^ X,2, I 

使得 u a { 3 , 0 ) = U ^[ s ). 对于任总指定的 i e 把曲线 r 二 

记为，则 c = cv 对于有固定端点的变分还 

要满足条件 

u a (a, #) = ti ft (a} 3 u' l (fc T t) — u a (h), _€ < t < 1 
设曲面 S 的 第〜* 本形式为 I = ^fidu-du^ 则变分曲线 q 的长®是 


LW t ) = 




.\ r ，卜 u ; 
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:®么曲线 C 的有固定端点变分的弧长第一变分公式是 

d ^ , f b n / d 2 n ^ …心 土 

Tt L T ll^ + 1 ^d7d 


- 9^ 




其中 






_此，对于曲线 c 在曲面 s 内的任意‘-个有固定端点变分都满足 


Mc t ) 


的条件是 c 为曲面 s 上的测地线. 

设 pj JfertWi 1 上的任意两点 3 如果曲线 c 是在曲面 s 上连接 
pa 两点的.最短线，则 C ’ 必遐曲面 s 上的测地线，这正奸是 T - 面内直 
线段的性质， 

10- 在曲面 S 上任意一点 P 的邻域内必存在参数系 ( u . v ) 使得 
u ( p ) = 0,^(^) = 0 T 并且 ft ffi " 的第一基本形式成为 

I = (dti) 2 + ^}(dt)) 2 j 

其中函数 G 满足条件 

G(0,t/) — I, 尝 (0 ，妇 )=0 ， 

此时 s 曲线 ^ 二0本身是一条测地线，而毎一条仏曲线都是与曲线 
^二0正交的测地线，并旦以 U 为它的弧长参数+这样的参数系称为 
曲面在点 P 附近的测地平行坐标系， 

11. 在腓面 S 上任 裒一点 P 都有一个映射 ^ P J>: 它把切空问在零 
向设的一个邻域可微同胚地映到曲面 S 在点/>的-个 邻域， 并且它把 
从点 P 出发的切线映为曲面 S 中从点 P 出发.旦与该切线相切的测地 
m - 这个映射称为曲面 s 在点 p 的指数映射.于是,在点 p 的邻域内存 
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Li K > 0时. 


I = { du } 2 + cos 2 

I = ( du ) 2 + ( du) 2 t 

1 = + cosh^f V — K . u )( dv )' 


因此，有相同常数 G_s ftH 韦的肋面彼此都可以建立倮长对应 ，I 

14. 假定 X [ u \ u 2 ) 是定义 在曲酣 S ' 上的一个切向 M 簕，它在#面 
的自然切标架场 { r . r ^ r ，} 下表为 X [ u \ u 2 ) ^( u \ u 2 ) r iy ( u ^ n 2 )\ 

定义 1 

DX 〔^ ， u 2 ) =〔df + x 0 T^du r )r o , + x^T%, f du^ t I 

則称 DX ( u \ u ^) 为曲面 S 上的切向址场 X [ u \ u 2 ) 的协变微分，称 
Df 为切向 M 场 X 的分 M 的协变 微分. I 


在参数系 0^) 使得从点 P 出发的测地线的参数方程为 u = as . v ^ f ^ 
其中/ + F = L 这样的参数系 ( u . v ) 称为曲面 S 在点 p 的法坐^ 
系.法坐标系的特征是 '■ 

9^(% 0 ) = S a ^ ^( 0 , 0 ) = 0 . M 

H 在曲面 S 上任意一点 p 的邻域内除去从点 p 出发的一条 S !] i 也 
线外 f 存在参数系 ( u , v ) 使得曲面 S 的第一基本形式成为 1 

I = (du) 2 + G(u* v)(d'ij) 2 n I 

其中函数 C ； 满足条件 

Um G ( u , tj) — 0! lira (?i 1 u ) = 1. 
u —0 ' * 1 w—Q du 

这阼的参数系称为_面 s 在 p 点的 a 地极坐标系.此时， u -曲线都 
是从点 P 出发的测地线，且以 U 为它的弧长参数 h I 

13, Gauss 曲率为常数 A 的曲面的第一基本形式可以表示成 | 


' 协变微分 属于曲 面内蕴儿何学的概念，它具有通常的微分所具有 

的运算法则： 

|(1) D(X + r) = DX-hDF; 

(2) D(/*X)=d/-^4/ DX ； 

I (3) d(X Y ) ^DX ^ Y X ■ DK, 

其中 X . F 是 ffi 面 S 上的可微切向 / 是定义在#面上的可 
微函数. 

[15. 设 C : W = ^(0 是曲面 S 上的一条曲线，假定 X ( t ) = 
t ) r ^ ⑴）是曲而 S 上沿曲线 C 定义的一个切向 MS . 如果 


dt 


即 




dt di dt 

则称在曲面 S 上沿曲线 C 定义的切向址场 X ( t ) 沿|&线 G 是平行的， 

I 设 C 是在曲趼 S 上一条曲线,在曲线 C 上任意一点 p 指定一个切 

r - mx Qi 则沿曲线 c 便产生了唯一的一个平行切向 址场 x ( t ), 使得 
它在点 P 恰好是指定的切向董即它满足条件 5^-0, XfQ ) = 
Xy , 该切向钻场称为切向_址 X 沿曲线 C 的平行移切向城沿曲线 
c 的平行移动保持切向 M 的长度和夹角不变. 

16. Ganss - Bomiet 公式：假定曲线 C 是有向曲而 S 上的一条由 
n 段光滑曲线组成的分段光滑简单闭曲线，它所包围的区域 D JikrtiiM 
S T 的一 个单连 通区域 t 则 


Kfjd s 11 /Cdcr 


n 


2 ir — di , 


其中％ 是曲线 C 的测地曲率 s iC 是 _ 面 S 的 Gauss 曲率 ， 表示 

JLL. m — j .. L_. - 


_i-3 

IT 

ff nu 

o o 
II v 

当当 
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17- Gauss - Bonnet : 定理：假定6’是有界的无迫有向闭曲面， 
JJ 2町 (5) = 4 tt (1 — a ), 

其中; fp ) 是曲面 S 的 Eukr 示性数，&是曲面 S 的亏格， 

18. 利用 Gauss-Bonnet 公式可以 证明： 当单位向世 X 围绕落 


wa 


曲面 S 上的分段光滑简单闭曲线 C 乎行眵动一周后再回到出发点时 
与初始单位向 111 X会有一个夹角，如果曲线 C 所围成 的区域 D 是争. 
连通的 3 则所转过的角度恰好是曲面 ^的 Gauss 曲率 K 在曲线 C 所 
围成的申连通 K 域5上的 积分.这个杯 实说明踔曲空间和平直空间 
的差泵 I 

§6.2 例题详解 

例题 6 .1 设 C 是在曲面 S 上的 • •-条正则曲线，则曲线 c ■在点 
p 的测地曲韦等于把曲线 C 投遛到曲 M S * 在点 P 的切平酣上所褥的 
曲线在该点的相对曲率，其中切平面的正向由曲面 S 在点 P 的法 i 
打给出 + I 

证明设曲而 s 在点 p 的切平而是 rr : 从 c 上各点向平面 n 作 
垂直的投影线> 这些投影线构成一个柱面，记为 s , 那么曲线 c 足曲 
面6_和 S 的交线 5 _面5在点 P 的法向址 n 是曲面左在点#的切向 
Lt H 为曲线 C 是曲面 s 和及的交线*所以曲线 c 的切向砧 61 既 
是曲面5的切向也是曲面5的切向因此 1 

= n . x ei 


是曲而5的法向 M _ 设曲线6是曲面 i： •和平 ■面 n 的交线 T 它正好是 
曲线 c 在平断 n 上的投毖曲线，由于巧语#面3的法向_域，故 n 
是曲面兮的法截面_干是，从曲面左上来观察，投影曲线 c 是曲面 
5上勻曲线 c’ 相切的一条法截线，而且法截面 n 的正向 Sfti 竹给出 
的，即从 ei 到$2的夹角是+90。. I 
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^ —~^ ^~ ==_ ~ ' ~ ： 

I 段曲线 G 的方程是^ = r(s): 则 

I C 怍为曲面 S 上的曲线的测地曲寧〜 

d^r(s) 

■ = ~ d ?~ ^ €2 

I =C 作为曲面 5 上的曲线的法曲率“ 

I =曲面 S 上与 c 相切的法截线 (5 的法曲率 

I = c 作为乎面 n 上的曲线的柜对曲率， 

上式的最后一个等号成立的理由参看 § 4 .i 第 3 款，证毕- 
I 与本题相对应的关于法曲率的命题参看例题41 

例题 6*2 证明 S6.1 第5款关于测地曲率的 Liouvitle 公式. 

证明设 （ u^) 是曲面 S 的正交参数系 ， 其第一基本形式是1 = 
E{dn) 2 -h G(dv ) 2 - 设曲线 C 的参数方程是 = u(s),v = v{s), s 是弧 

扳参数. 

把■曲线和■曲线的单位切向世分别记成 OCl 和于是 

B 此曲线 C7 的单位切向 M 能够表示成 

I d r (及) = Cl = cos ^ ai + sin^ 

ds 

d 奴⑷， dv(s) r^du(s) . /^dtr(s) 

― , ' + r v - ■ • ■ = v^— —+ vO ― ： — ot 2 t 
U5 ds d 月 as 

sin ^ v ^^£) i . 

ds 

i 在切平面内作正向旋转 9(T 得到 


所以 t 

cos 9 = yE -] ’ … 5 

ds 

其中 0 是与叫的夹角， 

因为切向 M e 2 是将切向世 e 
的 ， Ip e 2 — nx e lT 所以 


€■2 = - SJI10 «i + C0S$ OL2- 
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但跫 


d ™ r {^) d 

-^2 - = J^ cosE? % +sird « 2 ) 


所以 


然而 


因此 


[—sin 5 a ； + cos 9 ac 2 ) 兰 + cos^^— ■ -I-sin S— 

ds as djs 


M 辞 ■ e2 := ^ + ⑽今 W sin 年 e2T 

ds ds d$ 


iof ： docs doci d& 2 


do：i 

— +■ cos ^— j — ► (- sin 汐 ce ! + cos ^ a 2 ) 
dots 

+ sin^-^— - (— sinfej +e;os0ct2) 


-r- 4 - cos 9 —— -- ol 2 
ds 

d 沒 dai 

ds ' ds a ' 




- ^ n l e 


对 A 求导数得到 

^ = ±( JlJ ] 

ds ds \\/EJ 
dot l 1 

~dT a2 = 7W 


L { dw dt / 
7S [ r . 咖石 + r 训石 . 

du du \ 


因为 〜和 r v 是彼此正交的 t 容 ft 得知 


^ wu A ^ V 


「 r v 


{^U ■ r v )u -T n r 

I d 

~ 2 dt^ Tui = 




IpE 

= n 

1 dG 

a 
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da\ 

^dT 


1 ( 1 dE ni I dG .,： 

VEG V 2VE ^ 2\/G du , 


ITg 


0 log E 


cosd + 


DlogG 


27^ 


sin 8 t 


^ d8 [ dlogE n 1 dlogG . ^ 

例题 is 证明 ：⑴曲 w s 上的非 k 线的测地线的挠率恰好适 
Jj | ii 5 沿该曲线的切方向上的测地桡租 . 

(2) 在曲面 S 上非直线的渐近曲线 C 的挠率是曲而 S 沿曲线 C T 
_切方向的测地挠率. 

诎明⑴按照 §6.1 第3款的方式沿 [111 线 C 取爭位卍交际架场 
{ r ( s ) ； h ， e 2 . q }. 由于 C 楚 W 面 S .匕的测地线，故〜= 0, T - 是该标 
&场的运动公式成为 


这 W 


dr 

dei 

ds 

d(ge 3 ) 

ds 

d(se 2 ) 

ds 


K , T |( se 3 ), 


^TTL 扫 1 


+ T f 7[_ Ee 2 )t 


r ff( £e ：ih 


这里 E 是指法曲率的正负号.由此可见, ( r ( s ); e tl ee 3 , - ee 2 } 是 
沿 Elll 线 r = t ■⑷的 Freuet 标架，上而的公式恰好是曲线 C 的 FVei^l 
公式.所以曲线(：的曲率是挠率是 

(2) 证明■方法与⑴相仿.按照紙 I 第3款的方式沿曲线 C 取单 
位正交标架场 { r ( s ) ; e ;, ^^ P 甜线 C 足非直线的渐近曲线， 
故 K # 0,但是 h 三0:于遐该标架场的运动公式成为 

drf^l 

―,—= eii 

ds 
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d^i 

ds 

d (£ e 3) 

ds 

d (…) 

ds 


i ^|(^ 2 ), 


- |^|ej 




，-访 e 3 ). 


因为 


4 + K l = ^ 0, 


所以 { r ( a ); e u se2 , ^ e ：4 恰奸是曲线 C 的 Frenet 梅架，其中 e 是_地 
曲率〜的符号.因此上式说明曲线 C 的曲率是卜讣 烧率是 证毕 t 

本题的技巧是充分利用正交标架场运动公式，给 以适， 的解释 i 
例题 6.4 求椭球面 


上由平面 


X 2 y 2 2! 2 




所截的截线在点4 = (^0,0) 的测地曲率. ■ 

解本题自然可以 通过肉 在的方式进行计算.即首先求椭球面的 
第一基本形式，然后求截线的测地曲率，但是，这样做比较麻亂本题 
ffl 外在的方式做比较简单* 就足先求椭球面上的截线班面軍两酱 ， 

然后求它在椭球面的切平面上的正交投彩 u ] 

" 对椭球面的方程求微分得到 ~~ 

^dx + + = 0 ? 1 

所以椭球面在点的法向 M 是 HA 在点 Z 二 

( a , 0, 0) 的单位法向澧是只= (1,0,0). 对平面的方程求微分得到 

1 J 1 J 

_d；r 十 T dg = 0 ， 



所以该椭球面被 T 面所截的截线在点乂的切方向应该满足上面两个 
方程在 （$，y) = (A0,0) 时给出的方程，也就是 


g 此截线在点 .z 的单位切向 iJ: 是 t = (o，ix i:i .命 


F 而求截线的曲率向 _tt 截线的单位切向 M 满足的方程是 


a ds 2 b ds 2 


将它在切 向址化 = 说 - M) 上作投影得到椭球面上截线的测地曲率 
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例题 6.5 设 h 是曲面 S 在点 p 的两个彼此正交的主方肉， 
其对座的主 曲率迫 fiu 句 ■ 证明；曲面5在点 p 与 t 成0角的切方 | 
向的 测職轉 

i / w ^ n ⑻ 

丁厂^ 〜卜 • .壓 

证明在点 P 附近取参数系 ( U . V ), 使得曲面 S 在点 P 的彼此正 
交的主方向取位向 W e ： , e 2 怡好 适参数 _线在点 P 的切向 W (参糊 
题 4.12). 因此，曲面 S 的两个基本形式限制在点成为 ■ 

1 = (du) 2 + [d^) 2 , I — Aii (dw) 2 + ^(di/) 2 , 

即在点 p 有 E = G = I, F — 0, L = Kij M = 0, N — K2- 曲而 5 在点 
p 与 ☆ 成 0 角的单位切向 M 是 ( = 〔 co 喊 sin 卟所以沿该切 

方向的测地烧率是齡§6」第4款） H 

/ duN 2 dudw / dti \ 2 

1 \d^/ d L s \ <is J 

fff = y/EG - F 2 E F G 

L M N ■ 

sin 2 没 - cos 9 sin 0 cos 2 <? 

= j 0 X = (kj — Kijcoa ^ siti ^, 

K\ 0 K2 I 

即 

, \ rt , 1 dK h (^) 

r 9 = {k 2 - /si)cos^sm0 = -—^—. ■ 

注记— «i cos ^ 0 十 h 没在沒 = Q ， tt /2 时分别达到 M 大 
fi 和最小值， f - 是在 0 = a "2 时 = f ] t 即曲面在一点沿主方 j 
向麵地娜 7> = a _ 

例题6,6假定 [ tlf 面 S t 经过一个双曲点 P 的两条渐近曲线在该 
点的_率不为零,证明:这两条曲线在该與的挠率的绝对值相等、符 
号相反，并且这两个挠率之积等子曲面 s 在点 P 的 Gau ^ s 曲率 I 1 
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I 证明根据例题 6,3(2), 这两条渐近曲线的挠率分别是曲面沿这 
_系渐近曲线的切方向（即渐近方向）的 S 地挠率.设 e lt ^ 是曲而 S 

E 与 p 的两个彼此正交的主方向申-位向玷，其对应的主 fttl 芊是 

gp 的两个渐近方向与主方向 h 的夹角分别是 f / 和-6 1 ( 或 V (9), 
0此#面 S 在点 p 沿两个渐近方 向的测 地挠率分别是 r 3l =〔句- 

Tfjo = c ； os(-&)sm[-^)=—(〜— ⑶ Msin 义 

防以经过 双曲点 p 的两条渐近 If 线在该点的挠率的绝对值相等、符号 
相反，并旦它们的乘积等干 

W ; - (《2 - cos 2 0 sin 2 
其中渐近方向与主方向 h 的夹角0满足条件 


从最后的式子得到 


k± cos 2 0 + K 2 sin" 9 — 0. 

- 



因此 



cos 』 ^ + ( k 2 1 wi ) sirr B - u 


将它们代入桡率乘积的右端，得知经过淑曲点 p 的两条渐近曲线在该 
点的挠率之积是 


证毕 ■ 


W = 



例题 6.7 试证：旋转而^上的经线赴该曲面 S 的鲥地线. 


解啶转面 S t 的经线是经过旋转轴的 7 RW 与曲面 S 的夂线 T 


它是旋转面的母线，旋转面^就是一条经线绕 旋转油 碇转…周产生的 


EfilUf . 作为平面曲线，经线的法线就是它的卞:法线，并 fL 该法线必定 
经过（或 T 行 P ) 旋转轴，因而它和旋转面^的甲行圆也_ 直. 由此 
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可见，旋转面^上经线的法线（主法线）同时是曲面 S 的法线 t 裉提 
§6.1 第7款得知经线是旋转面 S 上的测地线 + 持别地 3 球面上的大@ 
周都是 测地线 * ' jj 

例题 6.8 求旋转面5 : r = ( w cosv , usiixu , f [ n )} (u > 0) 上的側 
地线. ■ 

解经直接计算得到，曲面 S 的第一基本形式是 \ 

i = (i+ (f ! (u)f){du) 2 ^-u\dv)\ m 


因此 ( U , v ) 是曲 [s S 的正交参数系.裉据蒯地曲率的 Limwille 公式. 
曲面 S 上的测地线方程是 




因此 


所以 
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| p 为所求的测地线-当== 0时，则得经线是旋转面的测地线. 
例题 6.9 (0 证明：曲面5_上的测地线微分方程可以写成 


U = ri； (^) _吨-吨)(芸 


十 ( r “ - 2 r^)g 


这里 ( u T v ) 是曲面 s 的参数 T 是指把 （w w 看作 （ iA /) 时所计 

穿的 Cbiistofie ] 记号； 

(2) 证明：曲面 S ： z ^ f [ x f y ) 上的测地线微分方程是 


g ( w ) +令, 


1( ■厂 




其中 


P = P 兑飞' 


d 2 f 二 d 2 f 
1 S 8xdy 


dy 1 _ 


证明⑴裉据 § e . i 第 s 款， s 上的测地线傲分方程是 


d 2 u 




O "OKI 

+巴(钉 + o ( s . 


这 a s 是测地线的弧长参数 . 巾 f 


d.u ch ? ( flu 

du d.s ti,s 


因此 


cl //• 


Af^V 

du \dii / 

/ d 2 v du 
\ ds 3 ds 


d ( dt 1 / di ； \ 

I n r i» a p I I 

ds y \ ds J 
dv d -i u\ / df/' 

bwm. ■ "WBBBaMm I ■ I 

ds ds " 2 J \ ds 
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ffl 测地线的微分方程代入得到 

d 2 !； dv d 2 u 

ds^ ds ds d? 2 


,2 ( du 
11 l dJ 


+2 r ?2 S 芸十巧 2 


+ S 卜 ⑽、 I 

= ~ r »( S ) +( r »- 2 r «)( S ) s I 

+ (吨0 芸⑵ + r “ 芸)， ■ 

由雌到 I 

益： -r“ + (my g ㈣ - r! 4 ) (盖 I + n 2 ⑵ 

(2) 对于曲面 z = f ( x 池 其参数方程为 r = (^/( Ay )), 因此 
参数相当于对参数方程求偏导数傅到 I 

r x = (1,0,^)! r v = (0,1 ；^) T ^ ■ 

= (0, 0!r) 】 r xv = (0,0, s)> i'y V ― (0,0 f t)j 


其中 P=/ Z: q = fyj r = /asajT s = f xll , t = Jy TJ ^ ■ 

— r ^ ir * + + 1 

r vV ^ T l 22 r x ^ Tl 2 r v 十“， 1 

其中 n = ^ [ m . K 是曲面的单位法向 . ht 则用 ^ 和 

狄' ! r s x r y \ I 

r v 分别与上面的表达式作内积得到 1 


pr = rJ A (i + p 2 ) + qr = r 5 t ^+ rf,(i + q 2 }. 
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■. = rj 2 (i +p 2 ) h- Ti^, qs =： r{ £ p!j+ rj 2 (i + g 2 〕： 

■ 辦 = r ^2 (i + p 2 ) + qt — r&g + + f )， 

I 程组得到 

[ rl , = — P r _ r 2 = w pi _ p s 

I 11 1+^ + ^' 11 ~ l+p^ q ^ “ 2 - r+0 十 p ， 

r2 _ qs nl pi wy qt 

I 13 1+P 2 + ?^ 2_TT^T^ r w = 1+# +， 

# Vl fi 的表达式代入 （1> 所给出的测地线微分方程，则有 

I S 4⑵ 1 - 昨 - 吨)⑵ !+ 的-吨)£ - n , 

| = V 1 {dy V 1 _ qt - 2 p $ f ^ v \ 2 

■ I+p^ + g 2 \dm) 1 4-p^ + g 2 VdiJ 

I [ pr - 2 qs dy qr 

■ 1 + p a + q 2 dj ? 1 - j - qi 1 

或者 

I ( i+p2+ 广 s 

I =pt ( S ) ㈣ ( S ) +>- ㈣ g-gr 

I = ( r + + * ( S ) j { P Z - q ) - 

例题 6 10 设:曲面 5 = 如 ， l ，）e K 2 : y > 0} 的第一基本形式是 
| I = u (( du ) 2 + ( du ) 2 ), 


[(1) 求芭的 Gauss 曲率 it ; 

[ ( 2 )诋明 1 在该曲面 s 上经过点〔邱,如）- (0,0, 且在诙点％ ix-riti 
线的夹角是^ t /2) 的测地线满足 方程： 
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解 （1) 由题设得知 E = G^ F = 0,根据 G ^ es 曲率用第、 
基本形式表示的公式得到 1 


K =- 


Veg 


( Vo)u 

\ JE ~ 


\^/ E)v 

^7 g ~ 


(log ^/v) n 


2^" 


⑺喉据测地曲年-的 Li ouvi Ut ! 公 式，； T ! il 池线的微分方 ■& 足 

dit 1 „ dv 1 . Q 

—— -t =： cas A -j— = —^ fUti A 

ds y/v 


— j= ■ 

\fv » 

1 谷 log 丑 

2 v /5 如 


cos ,_ JL ^ s ^ = 4=cosP. 
2^/e 9u 2vV 


将第 2 个方程与第 3 个疔程相除得到 


du „ sin ^ 

—^ = 2,13 ■ - - 二. 

cos 0 


求积 分得到 


dlogu = - + 2dlog|cosf?|. v c.W 9 - c. 


将第 1 个方程与第 3 个方程相除得到 


du 2c 

d ^ =2t，= We 1 


求积分得到 


― dff = 2cd tan A u = 2c tan B -h cl ■ 
cos 2 & 


在 (li, u) = (Q, 1) 时 ，0 =% 所以 C = C09 3 ft)，Q = -2smOQ COS% 因 
此得到 I 

v=~A^ =c(l + tan 2 ^) =c+^ U 1 

COS- 5 if 

= ! i _ _ i + c = r ■ + utm \ &q + 1. I 

4c 2c 4c 4 cos 2 P 0 
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例题求锥面 F +女 2 - z 2 = Q ( z ^ 0) 上的蒯 地线， 

解我们知道锥面是可展曲 W , 它与平酣可以 建立保 长对应 + 而 
知地线足 K 于内蘊几何的概念> 在保松对应下是不变的，平埘上的测 
地线朵 寬线、 所以锥面 L 的测地线在保对应下变成平断上的直线， 
很屻_显，排面 ^ + ^-^ = 0(^0) 的参数方程可以写成 

E 1 r — (r cos rsin 0 t r), 

接计算得到抜曲面的第一基本形式是 

1=2 时+聲衡时： 

中 p = \/2r, ^ 后 W 的式子遐 T.T 在极坐.标系 T 的第一基本 

_式，而在极坐标系下直线的 方程逛 

pcos[<p — 仰)二 q 

所以该锥面上的测地线方程是 

If ^' cos (^7 r ) =c ' 

或者用 r — z, cosJ? -- 代入得到 

e 

| 注记在筇出曲面的第--基本形式之后也可以通过解测地线的微 
分方程求得测地线.现在的第一 基本 形式表唞参数系 ( r , 0) ik 正交的， 

| 并且 e = 2 , g =^ 2 .若用 f 表示测地线与叫 Hi 线的夾角，厕测地线 
I 的微分方程是 




arccos 


v ^. 


+ 9q — arccos 


V 2 


dr 

ds 


COS if f 


"S = 3，B ^ 


1 dlogr I 

石； = -; sin A 
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其中 s 是测地线的弧长参数1将第 2 个方 程与第3 个方 程相除得到 

rtf ? 广 沒一疗0 

2- = — V ^ ; & = — V 2 ip + ft ] ,沪； ' ^2 * '■ 

再将第1个方程与第 2 个方程相除得到 j 


%/2dr fB-Oo 

7 而亡 cotp = -⑺ t 




解方程得到 


r • sm 


(9 - & 0 ' 

d . 


选择适3的常数^可以把3前的解化为前面得到的测地线方程，_ 
例题 e . i 2 证明：从点 p 出发的测地线与以点 p 为中心的测地 
圆是彼此正交的.该结论称为 Gauss 引理 • M 

证明假定 （ u 1 ^ 2 ) 是点 P 附近的茁交参数系， 并旦点 P 对应干 
坐标 li 1 =0,^ = 0. 设 ® 面 s 的第一基本形式是 ■ 

I — 

用0表示在点 P 的切向锨与 u 1 - 曲线的夹角-将经过点 P 曲 
线的夹角为0的地线记为 d 其参数方程是沪二 w Ll U ^ J '^ = 

S 中 ■? 是测地线的弧长参数 ，井且 的连锼4微函数> 
设曲线=常数）构成的曲线族记为 K 用曲线族 h 记所有 s = 
常数的 曲线. 设曲线 C 是测地线 B = 0 0 i Q < s < s Gj 即它的参数方 S 
是虹 《 = ^(^ 3 ^) s O <^<^ 那么曲线族 S 是它的一个变分， 其变你 

娜由 ^ M)l I 

4 卜以 1 


给出.由于变分曲线都是从点夕出发的，故 /( U ) = G ，所以; 
0 t a 二 l f 2 .然而 w a ( s 0 ) r a 是测地圆# = 在沒=办处的切 

向 M . 很据曲线弧校的第一变分公式得到 




di 4^ 

L(C^) — C 3 ) - 
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Sa ^ W 1 


W 

ds 2 




Su/jw 产 ( 负 i) 




但是，每一条测地线 Cr f = u %0 lO <5< S 0 的长度都是如即 
i { a ) = s ih 因此上式的最左端为零，于是 


g ^0 W a ( sQ ) 




ls=ao 


这®味测地线 G 与半径为勿的测地圆是彼此正交的.证毕. 

例题6+13设曲面 S 的第一基本形式是 I = ( du ) 2 + G ( u , v ){ dvf ? 
并且雨数 G [ u t y ) 满足条 fl : Cr '(0 j v ) = 1 1 fj u (0, t !) — 0,证明 1 

0(u, u) = 1 — u 2 /^(0 t v) + o(u 2 ). 

证明根据给定的第一基本形式 _ 曲面的 Gauss 曲率是 

因此 

( 疋） = -K^/G. 

由于 G = (^ 0 f \ 所以 


I G^^l^iyc) 7 G uu ^2{{yG) }'" + 2^(%/5) . 
I 由此得到 

I G u “ CU )=2 (\/5) (0^) = -2 K (0 t v ). 

j 将 G [ u ， v ) 作关 于奴的 Taylor 展开得到 

I Cr r U£ 、 v) =G((X f) + tif? u (0,ti) + if) + 
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- —=■ - - ---- -- ' —— 

=1 — (D ； 1^) + o(t£^)* 

证毕， ■ 

例题 6.14 设曲酣 i ? 上以点 P 为中心、以， ■ 为半径的测地0的 
周长是其所围的面积是 A r . 证明：曲面 S 在点 P 处的 Ga Uss g s 
率是 

3 2?rr - L r v 12 tit 2 - A r 

R (p) — lim — - - ^ - = ntn ■~ - - ™r -- 

r—0 7F r-H^D 71 r 4 

证明在点 P 附近取测池极坐标系 （「 J ) f 使得淑 P 对应干 r = 0, 
并且曲面的第一基本形式成为 1 


I = ( dr ) 2 ， 

tG ( r : 攀 )' 

其中函数 G ( rJ ) 满足条件 


11 m y/G(r % B) = 0 , 

r ”， 0 

Uiq (\^ 5 ) (r T (?) = L 

Gauss 曲率是 


K(r t e ) - - 


因此 



(\/ S ) = ~ kVG , lin 认 \/?fj ( r ,&) = 0^ J 

(\/5) - -K t VG — K (v^ , Jim (^5) (r, 

将 ^ G ( r ,0) 作关于 7 ■的 Taylor 展开得到 

r 2 

\/G(r,B) = lini v^G(t,0) + r HnttVGJrCr, -I- ― Krn^v G) T r (^ T 

+ g Hm (\/5 Vr r ( r T (?) + 0{^} 

Ol T*—*0 

w ^- if ( p ) + o ( r 3 ). 


§6-2 例题詳钶 19f 


为半径的测地圆的周长是 
= I 9) d 0 — 


_ ( r_ 


因此 


■'2 ji 〔卜 -^-^( p )] +0, 


jr ( p ) = ] hn ^.^：- L - 

r—0 ir r 1 


以 r 为半径的测地圆盘的面积 fi 

a 2?r 广 i 

\/ Gfr ,^) dPd ?-= / 

Jo 


7 ■ — ~iv ijj) — o(r 3 ) j d^dr 


n 


~ K { p )-^ o{r ') J dr = m 1 - ~ K { p ) + ojr 4 ), 


0 此 


K ( p ) — lim 


12 wt 2 — A, 


例题 6.15 i 正明： Gauss 曲率为正常数的曲面的第一基本形 
_:可以写成 

I I — (du) 2 + ‘ sin 3 (v^ii)(dtj) 气 

it 

如果 ( u ( s ) { v ( s )) 是该曲而上的一条测地线的#数方:符^则存在不企为 
零的常数 A 上 C , 使得它满足下面的关 系式： 

X sintv^t.s)) c:osv(s) 十 v(s ) 十 Ccos(\/i^>)) = 0. 

证明在曲而上取测地极坐标系因酣曲而的第--基本形式成为 


(du)* + G(u, if){du) : 


其中函数 C7(AtO 满足条件 
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曲面的 Gauss 曲率是 





现在 /( 是正的常数 t 所以 tO 关 F 变 _W u 満足常系数. 
分方程 

fvig ) + kVg = o . 

\ / iitx 

该方程的通解是 

\/G(u, v) = < 7 ㈤ cos(vTti) + b(v’)sin(\^u)_ 

让 u — 0, 利用函数 VG { u , v) 所满足的条件得到 

0 = 咖 }, ^/G(u : u) = b(u) shiC'/Fu )， 

[Vg) {u,v)^b(v)y/KcQs{VKuy 

It 最后一式中的 U —* 0 r 得到 

1 = b(v)^ t y/G{u, sin(V^i). 


翁常 



所以曲断的第一越本形式成为 


(du ) 2 - —■ sin 2 (\/Fii:)(dv) 2 , 


此时测地线的微分方程迠 




ros ri 二=_ : _ 

1 ds B in{v^ti) 

1 dlogG , 

- -J= —-- S1U W = — 

2 vE 


- sin 

I 

^cosls/Ku) ^. a 
； ― 、一 sm A 
sm[vKu) 


其中^是现 i 地线和 ^ 曲线的夹角， $ 是测地线的弧长参数，将第1 

方程与第3个方程相除得到 

du sia(\/^^) cos d 

'/K cos{ -JKu) sin 沒 



{ 3\1^ & — ^ 


I — c 2 - cos 2 if 


济诙方程积分得到 


v - arcsin 


vf ^ 


+ ain ( i ? - vq ) 


cos 9 


于是 


cos(v — vo ] = V 1 - sm 2 ( t * - wtt ) = V 1 — c 2 

__ \/ s ] ll 2 ^ — c 2 _ 1 / ^ : 

Vl — c 2 v'i ~ 

_ C CQS(\/Wtt) 

V1 — c 2 sin (\/ Ku ) 

将最后的式子展开得到 

sin(VS^) (coscost? + sin uq aiiii 1 } = / ■ C : .:, cos(y^Ku) t 

VI ™ c 2 

取 Z = cos^ s B - Sim 则就得到所要的关系式. 

Vl ― c 

注记本题的后一部分可以更直观地、不采取解微分方程的做法 
求解.熟知 Gauss 曲率为正常数的曲面可以实现为球面.如果半径为 
IjsfK 的球面取如下的参数表示； 

r = sincos V ^ tz ) sin V ’ eos ('/]?«)) ’ 

则它的第一基本形式恰好是 


(duj 2 H- jj si ii 2 (V^f «) (d i . p ) 2 ^ 
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然而 球而上的測她线是通过球心的平断和球面的交线 .所以该球面上 
的测地线 w = u (\ s ). v — 1 /(^) 必定薄在接个平面+ £!?/ + Cs = 
上，其中儿 i ?， c 不全为零现屯球面上的测地线的外在参数方程是 


■Ti* 1 T9V 

hJ£i» i ^™ 


— cosi .' ttv ), y — - j = s ] n { Vl < u (^)) ain i ;{, s ). 


Ve 


t ： OK [ \/ X '? J '{- S L )}, 


所以成立关系式 

v 1 sin (\/Kn ( s )) cos v ( s ) 十 i ? s . hi ( ■/]?«) sin v ( s ) + C :： ori ( \ fKu [ s ))= 

例题 0.16 所谓的洛伦茨空问炉是指其中的点是 3 个有序 
的实数 fli 是择意两个向 M a = ( aci , j / i , si ) 和 b 

的内积定义为 

& * f) = XiX 2 +扒讥 _ ZLZ2, 

称为洛伦茨内积.取负常数考虑 L 3 中的曲面 

s ^ |( x r ^ ? 3) £ L :i :: r 2 切 2 - 之 2 = ^> oJ . 

求洛伦茨内积在 HI ] 面上诱导的第一难本形式，并且求诙曲而上的测 
地线 • 

解首先®立5：的参数丧示，采用所®的球极 投彫： 将曲面 E 上 
的任意一点与点 （0 t G , -1/ V ^ K ) 逨成一条直线,该直线与翔 
屮的平面 e = 1/ v ^ 相交于一点，记为 ( u ' v 、\， V ^ l 称该点为曲 
W E 上的点 (心之) 在球极投影 T 的像. 经苜 接计算得到 '* 


U — 


yf—Hz + 1 1 


2 y 

^/^Kz + 1 3 


或者反过来得到 


4 + K ( u 2 + T 尸 4+ K ( u 2 + v 2 )， 


鹆.2 i99 


1 4 — J (( u 2 + i ?) 

Z j—K 4 + / t - ( u 2 + v 2 ) 5 

这就得到的参数表示 

_ / 4 u 4 i ? 1 4- i ^ f 2 + u 2 )、 

r = \4 + K(^ + ， 4 + K(.P 十 V。): 7^4 + K[u^ + V 2 )) ■ 

参数 (> j ) 的取值范 围正好 是区域 D = {( u , v )： u 2 \ rv 2 < -4/ K }. Wl 
J 1 曲面 S 和 M 域 i ? 在上述球极投影 FS —— 对应的,_面 E 的参 
数方程求微分得到 

_ 4(4 + K (- n 2 4-- y^JJdu — SA ' utxk ， 

S= (4 + K ( u ^ + v 2 )) 2 _ 1 

— SK'uvdu + 4(4 + K ( n J — u 3 ))du 

办土 (4 + K ( u 2 + v 2 )p 1 

IG ^— K^udu 4 - fdy ) 

(4 + / C ( n a + ^)P + 

因此，洛伦茨 空间炉 在曲西 e 上诱导的第--暮 本形式足 
I = dr * dr = ( d ^) 2 + [ dy ) 2 — ( dz ) 2 


m (( du ) 2 + ( dv ) 2 ) 
(4 -h K ( u 2 + v 2 )) 2 


( riff .) 2 + ( dl , ) 2 

+ t (^ + ^ 2 ) 


Ih 此可见，这正好是负常数 Gauw 曲率 A _ 的第本形式，即洛伦 
茨空问 L a 中具有诱导第-+基本形式_曲菌 E 是抽象曲面 Klftm m 
的模型，其中 

心2 ; ㈣ 2 + ( dt ) j a 

(1 十 ^(u A + 幻 2 )) 


注意到洛伦汝内积不足-正定的，机足它在曲面 X ：上诱导的第一基本形 
式却是止定的.如果把洛伦茨空间炉称为沩 欧 K 空间，则曲而 I ：相 
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"1于“伪”球面，实际上 3 若把洛伦茨空间 C 中的点 ( xjyjz ) 仍然记: 
成 匕则曲 面1:满足方程 



方> (X 


上述方程与三维欧氏空间中球面的方程相类似， 

对上面的表达式求微分得到 dr * ^ = 0,这表明向径 r 与曲面兄 
在洛伦茨内积意义下正交，即向径 r 是曲面 S 的法向讨 + 用空间 p 

中经过原点的 :f 甜 n 与曲面 S 相交 s 设交线的参数方程是 < 外其中 
s 是曲线的弧长参数，那么 : 


dr(a] dr(g) 


求导•数得到 


d 2 r(s) dr(s) 
d 4? 2 * ds 



同时我们有 

d 小〕 

~1 T # r(5) = 0 : j 

rti -平面 n 兮曲面 s 的交线/(.$)落在平■面 n 内，所以它的向径 r (吨 

_軸讀瞻棚-仰 iff n &并且向址 

和非零向世都与非苓向 y： 在洛伦茨内积盘义下正 

交 1 因此曲线中 ） 的阱率向 y； 与曲面 E 的法向耻 r{s) 乎行， 

换3之 o 曲韦向 M 仵曲面 E 的切 T-W 上的洛伦茨正交投影为 

^ 故平面 n 与曲面5：的交线 r〔s) 厝曲面 s 上的测地线. 


这些测地线包含了曲面 E 上的全部测地线_实际上 3 经过曲面 s 
上的任意一点和曲 w S 在该点的任意一条切线可以作唯一的—个平 
面 n 经过坐标原点，它与曲而 n 的交线是经过该点 t 并 ii 与已知切 
线相切的 fflj 地线. 根据测地线在已知起点和初始切方向下的唯一性， 
可知这条测地线只能是平面 n 与 e 的交线 + ’ 


— - --- __ 倒超洋碎 201 

极投影下，_ r 上的测地线成为⑽平_与区域了的 

二一 4/A ] £ 細麵 或飾 ■很慨在抽象_ 
仙 m 圆（!)冰. )( 人< 0 ) 上，经过讀外—点可以作龙数条堉 
线”刁 d 知 '直线”不相交，这正是非欧儿何学的平行公理. ' 

例题 m 麗 f 具有厂列度 騰式的 曲職常数 0 _曲串 
-1- 试求它们之间的保长 对应. 冬 

Wds 2 = ^(( du ) 2 ^( dv ) 2 )； 

(2) d ? = ( du} s 十 e 2 u ( du ) 3 ; 

( 3 ) d ^~ - (^u) 2 + c^u(dv) 2 . 

:^麵 G _ 曲率的内齡式纖將，得知它 f _ G _ 帥 
轉是 - L 这削 . m 嫌鮮，本_ 肋 麵立它 <fj 

对应.有相同常数 c ;_ _的曲面_彼此逮立縣对 
应，但是在®立保长对应时 Gauss 绝妙定理提供不了什么帮劢^ 

用-些 也麵先蛇_解歸馳娜，艇进行观察. 

( I ； (2) 之间的贴对应 K 2 ) 的弧长元素记为吧其参 

数记成 (u^v ), 并且把它化为 

dl 2 = (duf-h^(dvf = e 3 fi f e ^( cj ^)2 + ㈣ 2) 


. 二 — 0 y = i/j 


则有 

命 U 
对应是 


= ㈣ 2 + ㈣ ' 

则得 df =心 2 .由此可见,⑴和〔2)之间的保长 


v, v 二 


求（V)和（ 3 )之间的保长对应：将〔习的弧长元素记为心 -a ,其参 
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数记成 ㈤ 并丘把它化为 

ds 2 — (chi) £ + msh 2 s(d ^) 3 = cosh 2 u ( —— ~—{du } 2 + j[dv ) 2 

\ cosl ] 亞 


du 

cosh ii 


2du 

G -a + e ~fi 


a&^dii 


2 aixtaac ^； " = v. 


则有 


因此 


’ = co S b ^-(^ + e -)^—, 




注愆到⑴中度 tt 的定义域是上半平断 D = {{ u , v } : -oc <■ 
+ OC , [} < v < + 00 }, 而〔3)中度址的定义域化为带形 i ) = {(^ y ) 
-OO <y <十 oo: 0 < a: < tt}, 所以 可以错 试如下的变换 t 

u = f(y) do±j^, v — f(y) sim ， 

其中函数 / G ) 待定，求微分得到 

dw /(y)sin a:di ： 十 f r (y) cos ardy, 
dv ^f[y) cos : nix f- f f {y ) 如 


因此 


長( ㈣ ) 2 + ( dv ) 2 ) = (( d ^：)- + j ^( dy ) 2 


由此可见， H 要取 f f ( y ) = / 糾即/⑼ = A 就能使得 W 
以，⑴和 （ 3 ) 之间的保长对应是 


11 = — f CQ.S ；T 


c^sinli ii 

^osh i ( 


v = 


ooaliij . 


! ，所 


F 是可以假设 


v , dv 


sin a: 




v 

-— n 
Sin x 

v 

sin or 


sin e ( x ]V ), 

z cm °(^ v )： 


其中外 々 y ) 足待定的函数.由于这是可积的微分方程组，所以它们必 
须满足可积条件 

d 2 u _ d 2 u d 2 v d 2 v 

此 dy dydx' dxdy dydx 

直接计算得到 

cos 0 Bv v sin B dO v gos 2 0 v sin 0 dB 
n^ixdy sin ^ dy ~ sin 2 ^ _ dm 


a 2 u 

cos <3 dv 

— - _ - ■ 

v sin 3 00 

IJ COS 2 0 % 

dxdy 

sim dy 

sins dy 


d 1 !/ 

v cos j ； Ein^ 

sin 没 dv 

v cos & dB 

dydx 

~ 2 

sirj : c dx 

sin x Ox 


if coa^ ^iu 0 

v siti^ B 

t! cow 0 DO 


am 2 a: 

+ 2 

sm : 

&mx i)^ ： 


因此 


ccxs 0- 




t：(>SXSHLl 

sin z 


sm z 
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这里在 u 的表达式中取负号的 g 的是为了保持曲面的定向不变. 

求 （1) 和⑶之间的保校对应的另-种:方 法： 通过解方程钽求保 
长对应.对照 
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同理，我们有 


d 2 v 

d ： i ：8 y 


e^v 

dydx 


sin 0 dv u cos 6 80 

sin x dy sin $ dy 

v sin 0 cotiO v cos 没 dB 

sin 2 x sin a: dy T 

u c ： aan; (: t 出荇 co 玲沒 dv vsiu$ d& 

:一 . ' -^- < — —-- 

sitr x sin x dx sin^ dx 


sin 2 怎 sin x 5a: sinr dx 

v c：os x rxw & ^ si n f/ cos 没 v sill 9 dG 

siti 2 x sin 2 3: dm dx 


因此 u 

sm y — f cos &— 
ox ay 

解出关干 ? 的线性方程组得到 
ox a y 


co^x cosf } 


sin x 


t：os 9 OO __ sinf 1 - cos a; 


dx sinar ' dy 


Sin x 


很明显，上酣的偏微分方涅组有解沒 


^代回原乘的値设得到 


On du 

7 T - 


则从后面两式得到 


V cos x dv t 1 cos x dv 


S]11 T 


dx smar dy 


t; CDS z 

dv — - ~ : - d：r 十 ydy = t ； d(logsinT -f yj. v — ct^ y sin 工， 

sin x 


从前面两式 . 并 11 用 〃 的表达式代入得到 


du = i;da: - ，J d^/ = sin aidr — cos a ： dy) 

Kina ； 


因此 


U = - cc y COST + C ] 


•od[e 1J cos ar). 


取 c = l, ci = 0, 则得 u oosa?, v = e^sin x . 这组解与前面得爾 
的解是一样的 . 1 


§e. 2 例趨详碑抝 5 

^ ^ ~ ^ ** ~ ■ ~~~- _^_ 

在⑺和（ 3 )之问的保长对应是将（ 2 )和 （1) 之间的保长对应与 
⑴和（ ㈦ 之间的保长对应复合的结果> 实际上，我们有 

u = - hgv , y = u , 


以及 


f sinh i 
c ： o^]i ft 


ro&h a 


_ 在 （ 2) 和⑶之间的保松对应是 


t 1 — log eosh u — fjj v 


J sinh u 
coshu 


例題 6.18 证明； 曲面 S 上的叮微切向 M 垓的协变微分有下列 
运算法则， 


(1) D(X + Y)^DX ^-DY^ 

(2) D(f-X) = df X -^f^DX. 

I (3) d(x ■ r ) = dl m or , 

L 其中文 ，F 是 ®M S 上的可微切向 M 杨， / 是定义在曲面 S 上的可 
微函数. 

证明设曲面5 1 上的可微切向 ii 域 X B Y 分别表示为X = 
I X a r ^ y = 它们的协变微分是 


DX - DX a r ClJ DY = DY ^ r ^ 

其中 ux rt = dx^+r^x^. DY a - di ^+ r ^ Wdw ' 这里 [v\u 2 } 
是曲埘的参数（也称为曲面的局部坐标系 L r : k 足曲 M 关于它的第一 
基本形式的 Chriatoffel 记号.因此 

0(X + Y) 二 D(X a 4 r u )r a = (d(X“ + Y 0 ) + T^X 这十 V^)du 7 )r Q 
=(仏。+ r ^ A ^ 3 d^')^ a + ( dr 1 - hT ^ Y ^ du ^ r ^ 

=DX + DY y 
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圓 — 薩晒 ^™ —-——r. — - si 

■)(/1 a =d (厂 jr a )r 0 ^ (d(/ xn + rg 7 (/ ， 

=(<1/ ■ 十 /(dX tt + r^X 3 du^))r fi 

按照定义 XY= 并且 dg n；i = ( 9 ^V% y + <MiTl t )du\ ffl 

此我们有 W 

d(X- Y) =d(g a$ X^) I 

^dg^X n Y^ + g^dX a Y^ + ^X a dY^ 1 

;(sW% + g^ri^x^ + 触 dx 卞 + g^x-dr^ 

^g a/i (dx a + x^du^y^-h w a (dY 。 十 r^.du^) 

^DX* y+ X DF, 9 

例题 6.19 设 S 足空间妒中的一个攀位球面， C 足落在该球 
面上半轻为 m < 1 的 ® 周 - 求 球面各 上的一个切向焉沿圆周 C 平■行 
移动一周后再回到原处时 V 原切向 M0f 夹的角度 . 

解本题有多种解法，在这 里叙述 两种 - 

解法一 . 设圆周 c 是平面 2 和单位球面 s : P 十 ? 尸 + 

^ = 丨的交线 . 假定球面 .V 以外法向为 iH 定向 ， mm C 的正定向是 
它围成的小 球冠区 域落在正定向行进苦的左侧 . 以南 m 点 u-, u, z) = 
(0,f) ， -l) 为中心作球极投]^给出球而的局部坐标系 

u V = a? ^ i/ ^ z 2 = \, 

1 -h 5 ： l 十 u 

2u 一 2u — 1 一以 2 — 一 

'1 -h V 2 + 1 ' f l + + V 2 ： " 1 十 十 U 2 ■ 

这样 3 球面 S 的第一基本形式是 

2 一 4^11+ (jgj^) 

_ (1+^+^ ' 
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2u 

1 + U 2 • + V 4 

2v 


(^ristoffe ! 记号是 

rl 2 =r!a = ri L = -rf t = -- + u2 + - 

此时 Ml 阇 Ch = \/l ~rl lt- + y 2 ^ rj , 它作为空间曲线的参数方 
程是 


小 •) 




rn t'ua 一 ■ v'cism 

To ' To 


-1 V 1 ~ r 0 

TVi ^ 


違弧长参数，周长是 1 它的单位切 向量是 


Oi{s) 


s $ dv 

&[n 7,r^ cos Kd ： 


，㈤ 


球面上的切向砧 n 用空间 # 的筘卡儿直 ft 坐标系:提示 


dr 

du 


2(1 - 十 ， 〆 2 ) 


4ut? 


Or 


4u 


dr 


4 v^dx 一 (1 + u 2 + v 2 ) 2 dy (1 + U- + V-) 2 dz 
1 + V 】 -rl- rl cfjs j S ^ dr 


- r D 


\A - r ^) 


厂 【] 




dx 
h Or 


? s s dr 

7'n sin — cos — 7T- 

ro Ai oy 


dr 

dv 


..iu.r 


ni Bz 

dr 2(1 + u 2 - v 2 ) dr 


Av 


dr 


fl 4 it 2 + di (1 li 2 + V 2 ) 2 行 V (1 +ti a + ^ 2 )- dt 




° 0 r a J 8y 


—ro f I H- v/ 1 ~ ? ， i1 


snt 


s Ur 

■r^ i ) T 


闪此 


a 3 t s dr 

^7 Q d^ ~ 


V 1 




sin 


s dr 
■r,；( dx 


s dr 


coa 


n 


办 . 


f 以關周 r 的单位切向 y ： 用球 爾的 周部坐标系表示足 

_■ /* ^ iTi 一 ft, i?*ii 

a(s) — 


十 v / 1 _ r Q V TG 


s dr s dr 

svn — — + c：oa 


ro dv 
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将 Christoff^I id 号限制在圆苘 C 上得到 

—rfj = rf^ — -t1 2 = 

❾屯= 4 一巧 = 


十 D COS — 

V 

-rosin i 
n>. 


假定球面分上时切向量 X 0 = a (⑴ = 5 r 

f 1 + vT^p &沿圆周 

的正定向平行移动所 得的切 向縣 X ( , } ^ a ( s ) dr ^ f y , 

DX du ⑷石，则 

= — ^ a(s) r 2 dr ) ■ dv fj^i &r , 、 

fS / n , £r + r 一 k d 吃& V 

二卜 ( 松卜(七 


其中 






所以 a ( 約期 満足微分方程组 


办 ) 


该方程组的一般斛足 


7^1 


❿ ) ， b f { s ) 


3 响『 


江 ( 3 ) =Acos 


, 1 + -T'q 


s } + ^sin 




H ^} —A sin 


1 + \/l — 巧 


s J — p cos 
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其中 A# 是任意常数 . 当 s = 0 时 . a (0) - 0, b(Q) 


以 A = 13, 卩； 


V^ 1 ~r% 


，所 


I T f vT=^| ' 所求的沿曲线 c 的平行切向 M 场逼 


^^rTTf^Tfr^rr 


■(- cos 


+ \/l — Tq 


假定从曲线 c 的单位切向 M « ㈤ 到切向 w X( 8 ) 的有向角是^ ) ，则 
tm$is) = r.osZ(a(s) : X{s)) 

s *~Ci5 S J^nS 

— £5111 — s]n - , — + cos 一 C：OS -- -5—^—；. 

1 + ^1 t*q .’q 1 + y^l — t^" 


1+ VJ~r|_ 


0 - ^ 


故 51㈤= 土 ^ 2 ~ r i s , 当 a = 0 时，舛 Q) 土 0i 故々 = 0 . 又因为 
« 和 X(s) 的系数行列式 


, 5 

—S]U — 

ru 

s 

cog — 


l+ r^^ 

1 + ^/l-r^ 


sm^3f <0. 


所以从 a ㈤ 到切祇 t X(s) 的旋转方向和从 g 到 g 的旋转方向相 

反 1 故 0( s ) = - 当邱「 2 irr 0 [ If ;从单位切向世 ct ( so ) 到切 

向过 X(s i} ) 的有向角是 <?( 邱） = -2^Vi -.味从单位切向 M a(0) 到 
单位切向世 or ( 和 ) 的有向角是 2?r f 所以从切向鐘 X (0) = afO ) 到切向 
M X(s 0 ) 的有向角是 2tt(1 _ y/T^). 


解法二 设空间五 3 中两个曲 W A 和灸沿曲线 C 1 相切，如果这 
坷个曲而沿 t 线 c 定义的切向谧场 X ⑻作为肼面&上沿曲线 C 的 
切向 M : 场足平行的,.则它作为曲面 A 上沿酣线 C 的切向址场也: J 1 -T 
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行的.现在设左是妒中与球而 S 沿半径为 r 0 (r 0 < 1) 的圆周 C ， 
切的锥面.因此球面 S 在点 j ?6 C 的一个切向量作为球面6’ 的|| 
向 M 沿圆周 c 的 T 行移动与它作为锥面5的切向 W 沿圆周 c 的 Y-h 
移麵结# fi- 簡， _ 

现在 M 周 C 的半径是 r 0 , 则当锥而及展开成平面 II 时，圆 
r 成为 T ® n 上半径为 ro / vl ^的圆弧亡它所对的圆心角是 
0 ! = 2^yjl r'fy 如果切向 M 叉与圆周 r 的突角是 A 对应的切向姑 
他就是 x 13身）与圆弧 c 在始端的夾角也是伙在平面 n 内圆弧 
的终端作向坫文与 x f _ 行，它焙切向诅 x 在 T 面 n 内沿圆弧 c 
行移动的锆果，则向世 i ： 与圆弧 a 的夹角是 I 

2tt + 6 — <k=.2ir + &- _2w )^1 “ r 吾 . 


然而，可展曲面 i :: 的切向 M 沿曲线的 1 T 行移动在可展曲而保长地展 
成甲-面吋是保持不变的.因此，、切向 W : 兄在:球面 5' 上沿圆周 c . 
行移动-周时所得的切向 ii ir 与圆周 c ' 的夹角是 1 

2 tt + ^ — a = 2 ?r + |9 — 2^^ I -4， 1 

即切向 ti 尤和切向量 x 的夹角是 I 


2tt — q = 2tv I 


1 — ;■ 


例题6,20 (1] 考虑偏微分方程组 

Qx a 

r >' 

中是 | ili :【 V | 6’ 哭于它的第一 S 本形式 I ~ 的 Christoff 

wiLiw 证该微分方程 m 完全可积的充分必耍条件是曲而5的 : 
Gauss 曲率处处为零. 

(2) 假定# - ^ iu \ u % * = 1， 2是上述微分方種组的非_ 
证咏 /- 師巧 ( uW ) x \ uW ) 是非零常数. 
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1 (3) 在 （2) 的条件下 + 证明* X ( u \ u 2 ) = x a ( u \ u 2 ) r ^{ uKu 2 ) 

$面沒上沿任意一条曲线 T - 行的切向 M 场， 

证明 t . i ) 这个-阶线性齐次•偏微分方程组完全可积的充分必要 

f 件是 也 二 抑 

du 3 duy du ^ dxi ^ ' 


卜 q〆 ) 


di ^ diP 


dr k 


dvP 


卜 IV ) 


Ou ^ 




绞过 眵项整理得到 


du ). 


「《 ps _ rxk 


上式在任怠一点对任意的/成立，因脸该有略，0彳或 JWy = 0, 
特别地 


凡 12 L 2 

</： L 922 - f ^2&2 l 


(2 ) 求偏散商得到 


2 L 

du 〜 


dur 






du ^ 


=[^ rf , 7 + - _ r>V _ y〆 

=( gj % + _ri， ㈣ g ^ x a x 3 - 細 rV 1 / = 。， 

因此 / 为常数. 

(3) 对切向 tt 场 X 求协变微分得到 


DX = D [ x { X r tl ) - ( tb ,r + 
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■ --- - 1 — 

=01 ] 

因此切向 M 场 x 在曲面 s 上是大范围平行的，也就是沿曲面 s 上任 
意一条曲线是平行的， 1 

例题 6 .21 假定曲面 S 上的连续可微的简申 - 闭曲线 C 所包 H 的 
区域 D 是单连通的 . 证明：当爷位切向 MX 绕曲线 C 7 乎行移动一周 
后苒回到出发点时与初始单位切向 R 义所夹的角度恰好是曲面 S 的 
Gau^ 曲率 if 在曲线 C 所围成的单连通区域 D 上的积分 . 

证明送是 G fiuhs-B onnet 公式的一个应用，说明曲而 S 的 Gauss 
曲率在产生这 r 中转角的过程中所起到的本质 作用， 以及欧氏 f 面几何 
学与曲面上的几何学的本质区别 . 

为简单起见，假定曲面上的简单 M 曲线 C 所围成的单 连通区 
域乃被正交参数系 M 所 ® 盖，曲面的第一基本形式为 

I - E(duf ^ G(dvf. 

命 j 

ai = Jr - a2= ^ r - I 

则 {r ； a lf a 2 } 是曲面 S 上在区域 £) 内定义好的单位正交切标架场， 
设曲线 C 的参数方程是 w = u(sh V = L<s) r 0 <^< 1 是弧长参数，耍 
求沿曲线的正向行进时区域在行进若的左侧 . X(s) 是沿曲线 C 甲行 
的攀位切向址场， f 是可以设 

= cos ■■fls) 1 Of 1(^(5), t 1 ㈤）+ siny ? (小 

其中是切向 M X ⑷与 U_« 线所成的方向角 . 由干向 M 场翊 
沿曲线 c 的平行性，故有 

DX(s) d^(s) , . _ , ( Da ： , ■ Da, n 

— = — ；~-{- sm^Ofi + cos ^ 2 ) + coay - 十 sin 1 ^— ：^ = 0, 
ds 0.3 as as 
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fs ), L 、 Da ! Dct^ 

ds tl-S 

将 h 式两迪 L j _ (sin ^： - cos ipat ^ ) 作内积，井且根据协变导数的性质 

(参看例题 6 1 S ⑶）有 


^ cti — 


Dck2 

ds 


0：2 = 0, 


Dtt2 


T Oil 


由此得到 


(sin ipcxi - cos ipo.^) ■ 


Doc 




cos .__ +sm ^__ 


Dai 


洱--方面 s 用记曲线 C 的单位切向 M % 命 e 2 = n x ei .即 q 
足将 e : 按正向旋转 9 CT 所得到的申 1 位向他用 0 表示 ei 与1曲线 
所成的方向角*于是 

e L — t-oatei ^ sin Oats, — — siaPorL + ct>aQ ck 2 i 


根擗测地曲率的衷达式得到 


仙 Dai 


比较前面的式子得到 


分别取.和的连续分支 ： 将上面的式子在曲线 C 上积分 s 
则得 

— ip(0) = ^ d^? = ^ <\B — ^ /c^ds = — ^ 〜 ds ， 

其中；是简单闭曲线夕的弧长，利用 Gauss - B < mnet 公式得到 


冲 ） 1 ⑼ 



Kda. 
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由此可见.当单位切向 M X 绕简单闭曲线 C T 行移动一阁后再 
出发点时未必芍初始单位切向姑又里合，所转过的角度恰好是 * • [可 
5 的 Gau ^ 曲率 K 在曲线 G 所围成的承连通 K 域 D 上的积分. 

当 C 显分段光滑的简竿闭曲线时，则上面的公式仍然成立， 只& 
必须假定曲线 C 所围成的 K 域 D 是单连通的> 

注记用本例题的公式可以解例题 ( U 9. 对 F 舉位球而而言 
Gau ^ 曲率 &为 L 囚此， 单位 切向 M X绕圆周 C f 行移动一周后 
闱回到出发点吋与初始单位切向 M X所夾的角度恰好是 ff D Kd <7 
K 域 D 的面积= 2<i ― vT^I). 

§6.3 习题 

6丄证明^旋转曲面上的纬线的测 地曲率 是常数 ， i 亥常数的倒数 
恰好等 于过纬线上一点的经线的切线从切点到该切线与旋转轴的交点 
之间的长度. 


6 . 2 . 求椭球面 


上由 5 FM 


X 2 y 2 s 1 


m 


所截的截线在点 C = iQ z iX c ) 的测地曲率. 


«- 3 .求椭圆抛物而 


. 1 二由平而 


2z = i+b 


^ V 

—十了 


所截的截线在点 C = ( a , b , l ) 的测地 曲串. 

6 A 求在 半&为 H 的球而上半後为 a [ f ! <只) 的圆周的 S 地甜幕 


§6 .S 习题 21& 


6 . 5 , 求在正摞旋吋 


- (7j.C{j^ usn] v, av) 丄:掘螺旋线 
(叫 cosv 肩 yin v, av) 


__地曲率. 

i 6, 证明:在球面 S 

, K 1 i 

r - (fi cos cos i? f a cos u si】i v，a sin ^) 5 ~ — < u < — . (1 < t 1 < 2t< 

上，曲线 C 的测地曲率可以表承成 

厂 ds 1 ^ ds 1 

其中 ( u ( s) t v { s )) 是球面 5 上的曲线 e 的参数方裎 ， 5 是曲线 C 的弧 
长参数， &曲线 c 与球面上的经线 （W $ rt 线）之 M 的夹角 ■ 

6 . 7 . 证明： 在甜而 S 的江 -愈的 参数系 〔 wj ) 下 5 曲线 C : w ” 
= t ?( s ) 的隱地 till 率是 

-祕蘭幻一納十 U ^ syis ) - V J { s ) u fi { s )), 

其中 S 畏曲线 C 的弧长参数，户:并且 

-4 - rJa^W) 3 + 2T] 2 ti f (s)v t {s)^T l 22 (v ! (s)) 2 1 
b — 〔 i /(5)) 3 + 2 r ^/[ s )” f ( s ) 十 r 兰 2 ( i /( s ))-. 

特别是， 参数曲 线的测 地曲率 fi 

= V 5 r 2 n { u r [ s ) f t 〜 2 = - W 

fi .8. 假定屯是曲® s 上由保校对应构成的一个变换群,并且它的 
每—个成员在曲面上的作用，足把曲画, S 上一条给定的曲线 C 变到 
它 \ m ^ 如果变换群巾限制在曲线 （ T 上的作用是传递的，即 
对 P 曲线 C T 上的任意两点必有中中的一个成员仏它限制在 c 
上的作用是把点》映到点仏则曲线 c 的 as 地阱率是常数< 
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H 证明： 阱面 S 上的曲线 C 的法曲率 h 和测地挠率％满足 
关系式 1 

其中好和 K 分别是曲面 S 的 T 均曲率和 Gauss 曲率. 1 

G.ia ilE 明： 在曲面 S 上的任竞一点 p 沿任意两个彼此正交的切 
方向的测地挠率之和为零. "■ 

fi.ll •已知 C 是一条空问挠曲线.求一个包含曲线 C 在内的正则 
曲面5,使得 C 是曲面 S 上的测地线， j 

m 已知曲面 5 的方程是 t = /x 其中 /( z) 是光淸 函数， 
证明：曲面 s 上的测地线必定与空间中的罔定方向』=(- i，i t o) 成 

定角- 通 


aii 3. 证明：一般柱而上的测地线与 K 母线的夹角为常数.持别 
地. 圆柱面上的测地线或者是直母线，或者是正螺旋线. " 

fi . l ’ l - 设曲线 fV 是旋转曲面 = (/ ( ti ) COS7 . J , /( u ) shiti , 

上的…条测地线，用^表示曲线 c 与曲面的经线之问的夹角，证明： 1 
沿_地线 C 成立恒等式 f [ u ) 5 m & = 常数< 


数， 


6.15, 



设在旋转_断 S 上有一蒗测地线 C 1 与纽线的夹角0 是常 
沒一 O '90°. 证明： 该旋转曲面 S 必定是圆柱面. 


61 j 证明：曲面= G 上的测地线满足微分方程 

da d 2 x 

F v dy d 2 y = 0. 

F s dz d 2 ^ 


6-17. 设曲面的第一基本瑶式是 I = u((dti) 2 + (dv) 3 ), t? > 0, 求该 
曲面上的测地线， 1 

6-1 匕 求疋螺旋面 r = (ucos £?, a 3113 V , ay) 上的测 地线， 

(UL 证明： （1) 若曲而 S 上的一条曲线 C 既羅测地线，又是渐近 
肼线，则它必是直线； 



§6.3 习題 217 

_ ____ _ ___ ---- 

： ( 2 )若曲面 S 上的一条曲线 C 既是 M 地线，又是 Fit ! 率线，则它必 
畢乎面曲线； 

(3) 若_面 S 上的一条测地线 C 是非直线的平面曲线，则它必是 
_面5上的_率线 ■ 

证明：若曲面 S 上的所有测地线都是平面曲线 T 则该曲而 S 
必定是全脐点曲面 ■ 

G. 2 L 假定曲 ® S 的定义域是 D 二 {( u , v )€ R 2 i v > 0 \, 第一基 
本形式是 

I = ▲( dt 2 + d j y 2 }. 

证明；曲面 S 上的测地线或者足^ - c s 或者满足方程 （u - e ) 2 +W = 
a 2 , v > 0 ; 其中 a〆 是常数. 

fi .22, 假定曲面 S 被一个单参数测地线族 s 所銳盖 f 并丘‘&的正 
交轨线都以常数 a 为它们的测地曲率，证明：曲面 S 的曲率为 

- a 2 . 

(123 .证明=如果在甜面 *5 上存在两族测地线，它们彼此相交成 
定角 f 则该曲 面3必定是可展曲面『 

0.2 L 偏定曲面&和&沿曲线 C H 相_证明：如果曲线 C 是曲 
面 A 上的测地线，则 C ： 也必定是曲面&上的测地线， 

如果曲线 C 是曲面&上的曲率线，则有什么结论？如果曲线 c 
是曲面&上的渐近_线，则又有什么结论？ 

仏 25. 设甜面 s 的第一基本形式是【=(<1«) 2 丁&(^0(刪 2 ,求 
和 Gauss _ 率 JC 

6.2 G . 试在测地平行坐标系和测地极坐标系下分别写出常曲率曲 
面的第一基本形式， 

127.证 明： 在常曲率曲面上，以任意一点 P 为中心的测地圆上每 
一点处的测地曲率为 常数. 
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6 . 28 . 已知常曲率曲面的第一基本形式为 j 

I =(㈣ 2 - 去 sinh~ ( -J-Ku){dv) % ^ K < 0, 

证軋若 （ +u( 0 ) 是垓由而上的一条测地线的参数 方程， 贝 Ij 存在不 
全为苓的常数 4 私 c\ 使得它满足下面的关系式： 1 

A s Lnh ( \^—K ^ (s)) cos v (5 ] + ^ k tnh { V~Ku (s)) si n ^ ( s) 

+ Ccoshf - /—= CK 


试把上述关系式和伪球面上的测地线 （參 # 例题 (iUj) 进行对照， 
想一想：上面的关系式有什么几何意义？ I 

6 ^ 29 . 证明 ； 洛伦茨空间中经过原点的平面与伪球面 I ： ( 參 || 
例题 fU 6 ) 的交线在球极投彫 r 的像满足方程 i 

w 2 (s ) 十 v 2 ⑷- 2au(i>) — 2bv(s) — — = 0. 

K 

其中 K (Q 、 a'b . 是满足不等式 n/^T^> 的常数 * 1 

6 , 30,试求 


Klein 圆：1 : 


2 = « + ㈣ 2 
(1 — {u 1 + V 2 )) 2 


和 

Poincare 上半平面;^ > 0 T = ~( dx 2 + dy 2 ) 
之间的保长对应. 


6.3L i 正明：在柑面 S 上存在一个彳|-:零的、V路径无关的 T 行切 
向 U： 场，，且仅当曲 M S 的 G_s 酣率恒等干芩， 

6-32 .证明：曲面 S 上的 u l .\ W \ 线的单位切向刪曲线 


C : u ^ = u ^( t ) 
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是甲行 的充分必要条件是，沿#线 C 7 下式成立： 

6.33- 假定 C 足 -曲面 ■? 上包围单连通区_域 jD 的分段光滑简单闭 
曲线.证明； A 单位切向敢 X 绕曲线 C 平行移动一周后再回到出发 
点时与初始单位切向 M x 所夹的角度恰好是曲面 S 的 Gauss mm K 
在曲线 C 所围成的单连通区域 I )上的积分. 
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I §7.1 要点和公式 

I 1.本章 主要是 介绍活动标架和外微分法在微分比何中的应用 * W 
；干微分几何课“提高 p 的内 容.除了 “微分 几何” 一书中第七草的内 
以外，我们在本书还补充介绍了微分流形的初步 噸念， H 的是使读 
| 者 理解起 来更加容易. 

[ 2.设 F 是 n 维向 坫空间 * n} 是它的一个基底，则空间 

y 中的任意，=个元素 z 都能够唯^地表示为基底向 to d" A 的线 
:性组合，设为 

丨 = 3 1 e) -H … Hr ;c n e n 三 fe “ 

:在 ft 右端我们采 用了 FAmtmn 的和式约定 ■ S / : K — ， Oi 足-向 M 空⑽ 
^上的函数.如果对 f 任意的 A & e 7及& e R 总是有 

L f{x^y) = f[x) 4 - f[y), /(.a -^) = 0?' f(^), 

謹 I | 称 / S 向 4 t 空间 v 上的线 f 主函数. V 上全体线性函数的集合关于 
加法和数乘法是封闭的.因此该集合是一个新的向位空间,记为 V % 
: 称为原向让空间 V 的对偶 S 间.在强定的敁底彳^} 下， 取向 Mr e V 
在该基底下的第」 t 分 M 的函数显然是向 y ： 空間「1:的一个线性函 
数.记为 A 这 n 个线嗖函数 A …，#恰好构成空 W V "的基底， 
_与原向量空间/的基底 {〜} 对偶的基猶. 因此, 我们有公式 

x = . 

3 ■娜地,我们可以考虑向 a 空间 v 上的多重线性函数■设 
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是「上的. r 元 函数. 如果它对于每一个变玷来说都是线性函数 ， A 
称它是 r 重线性函数，向位空间 K 上 r 職性耐的全体所构成 gj 

W 合关于加法和数乘秘 - 向然是封闭的，因此它本身是-个向址空间 
记为 & V * = Civ , - , K ； E ), 1 

T 

另外，任意两个多重线性函数能够作张址积，得到一个新的 多重 : 
线性 函数-例如 3 设 / 是一个 r 重线性函数 t g 是一个 5 重 线性函 
数，/和 g 的张童积/ ® j 定义为 "] 


，怎…卜版，… ^ r ) vS (r r+ls ... ,^) 5 

其屮…£ v \ 很明显，/ ® ^是一个 r + s 重线性 函数. 
多 M 线性函数的张 M 积具有分配律和结合律，即 


分配 律 ： (f +g)-^h = f h0(f-^g) ^ kE f + h^ g] 

结合律 ：(/ ^g)^k = f^(g^h) ^ f^g®h. I 

■ 设 { e 1 ，..， 是对偶向敁空间 K * 的基底，任意固定 r 个指标 

、… 则我们得到一个 r 重线性函数 e t] ® … ® 斤 + 这样得到的 
<个 r 重线性函数 

l < i u ^^ A r < n , 1 

构成向 M 空间 ( g ^ K * 的基底，设/ € ®_— K •，则 ] 

/ - H 

其中 

~ fi^ii t ■" t e 1 

^ & f € ^) r V \ 如果在函数 / 的任意两个向变换位说时/ 
的值只改变它的符号，则称/足一个反对称的 r 重线性函数，或称/ 

是一个 r 次外形式，简称为卜形式■此时，如果 (7 是彳 s 心的任 
意一个置换 T 则有 

[ ' ' ' I ; SigU(£T) ’ 凡丈 “ … 丨； 
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其中 sign ( a ) 是置换的符号.即 


sign ( ix ) = 




-1， 


若 c 足偶淀换， 
若7是竒 S 换. 


皮对称化运 IT -足 将•一个 r _$线性函数变 成一 个，' fi 反对称线性函 
数的 P 段.实际上 ， t M 线性函数/的反对称化（记为 A r (/)) 就是将 
它的「 I 变 W 作所有的茂换，然后取它们的 W 的交替 T 均值.设/是 v 


上的一个 r 重线性函数，则 


(^ r(/))(^Ii ^ E 邮咖) ■/( 〜(1)， [ r))i 

n 

tf€ 炫 #■ 

其中 ©r r 个整数 { I … ， f } 的置换群,如果 / 本身是 r 次外形式， 

则鱗 X 

5-向址空间 V 上的 r 次外形式的全体所构成的集合是一个向址 
空间， 记 WV ' 在任意两个外形式之间还能够定义外积运算，实 
质上它是张童积和反对称化运算 時复合 ,设 / emeAM "■则 
/和9的外积/ Ap 是一个 （ r + s ) 次外形式，定义为 

外积运算遵循下列运算法则： 

(1) 分配律： [ J \ + ! 2 )八 g = A 八 g + f2 八 91 

(2) 反交娜 ^ f £ A r V \ g ^/\ s V\m / Aff - (-1)-9 A /; 

(3) 结合律 a fA( S A h )^( fA ^ jAh . 


设是 对偶向 M 空间^ 的一个基底 ，则 {A A …八 
1 5 A <…< > S n } 是 r 次外形式空间 AV 的基底.设 


A ... A 
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= L A ■ - A ^, ■ 

l<ji< < j^<n 

It 中 fh —，/(%'!'* ■ ■ i e j.J- -j 厂 > ”时， A r = {o}. 甸 M 空间 
上的外形式就是诞其对偶空间 w 的基底向 k d ■…，为芋母的外1 
多项式1 要求宇母之间的乘法是反交换的. ■ 

fi . 设欧 K 空间炉中的正则的参数方程是 r ( u ] . u \ 其中. 5 
[ u \ u 2 )^ DtzE 2 r M ■ 

dr = r„d«i a . 

如果只是在曲 M 5 ■上 bSy ：} 是 S 上的点 P 的坐标，称为 ilhWs | 
上的点 P 的曲纹坐标 . m\\m S 在点 ？ , 的切空间 的基 底是 {r 1 ? r 2 }i 
而 { du \ dv 2 ) 是在点 p 的任意.一个切向《 < lr 的分 lih 0此 du\dJl 
分别是曲面 S 在点 p 的切帘间 T # 匕的线性函数,史们构成曲面_ 
在点 P 的切空间的対偶空间上与自然基底 {r u r 2 } 对偶的迤底， 记为 • 
{ du \ du 2 }, 我们把曲面 6 T 在点 p 的切空间 5； S 的对偶 空间称 为曲面 
5在点 P 的余切 空间， 记为 r ； s . 余切空间 T ； S 中的元索称为曲面 I 
s ' 在点 P 的余切 向彳九 也就是曲面 S 在点 p 的切空间 TV ? 上的线_ 
函数 | 

:设 ( x 1 ,--- . X ") 是 n 维欧氏空间巾的区域 D 上的笛卡儿 
茛角坐标系， ^ n ) Mn 维欧氏空间中的兒 - -个 K 域 i / 上_ 
的笛卡儿直角埜标系 k 如果在芪域 i ./ 和 D 之间存在一个 一-* 对应_ 

它可以表示为从 U 到 D 的映射 f . U ^ D ： j 

^ = /】« …，0, - F =厂« …， tO « 

以及从 D 到!7的逆映射 q -. D ^ U : 

乜 1 二 J ? 1 (方 、… ■' ，怎' ' 

并且假定函敢 / K … , u n ), g a { x 、 …，、 都是连续可微的，则称 
«…是区域 D 上的纹坐标系. D 上的任； g 两组曲纹坐标 
系之间 M 然是互为连续可微函数的关系， \ 
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I I 大范 H 微分几何和大范围分析的课题所考虑的空间不再限十欧 K 

I 空间， 也就是说这种空间来必有在整个空 P 1 都适用的坐标系，但是要求 
I 这沖空间在仍上具有曲纹坐标系，并;丄容仵_纹坐标系作迩续可微 
J 的逝标 变换， 这种空间就是现在所称的微分流形.稍微确切一点所 
| 谓的 n 维微分流形是指由 n 维欧氏空间中的一些小块区域一片一片 
[ 连续可微地拼接起來得到的空间，在这里，“连续可微地拼接起来 11 的 
I 总思是$ —个小块区域和另一个小块区域拼接时在拼接 W 分其中一种 
| ||_钯标可以.表示为另一种纹坐标的连续外微函致，反之亦然（参 

I 賴题叫 

I 8 . 巾屮在^1维微分流形上容许同部的肼纹坐: W 系，而周部坐标又 

! ml 怍连续可微的坐标变换> 因此 K 线段”的概: fc ® 夬去了 MSL . 在欧 
K 空间中把向砧解跸为 “有向 线段 35 的说&在这里也就不适 川了， 但足 
J 在微分流形上连续可微函数的概念是有意义的，它是指在局部坐标系 
I下成为”个曲纹坐标的连续可微 函数. 这种性质不依粮曲纹坐标的选 
取.把^维光沿微分流形 a / 在点々的光 m 函数（它的各祌偏导数部存 
I 在且连续）的集合记为那么流彤」 w 点 p 的切向 M 定义为映 
■ 射 w W — 1，要求它满足糸件： （1) ”(/ + Aj ?) = u (/) + Xv ( g) t Vf,g € 
C ^\ A € S ： 12) v ( f - g ) = v ( f )^ g ( p ) + f ( p ) - 幻( 5 )/寸 /j e C ^. M 在点 
' p 的切向 tt 的全体所构成的集合 t 力％ a _/ 、它 n 然地成为一个向 tt 空 
I 间，称为 M 在点 p 的切空间. 

I 在点 P e M 的附近取局部坐标系 (?/;«'), 则切空问的@ 
■ 然基廄是|^7 ： 1 < i < n |, 若在点 p G M 有另一个局部坐标系 

I ( W ： w % 则有屁部坐标变换 W f S n , 其 

f 中…乂）都是光滑函数.反过来，毎一个 V 都能够表示成 

仏…，妒的光滑函数.因此，上述函数的 Jacobi 行列式 det 丨 J f 

( 8 ) 

0. 假定 ill 局部坐标系 （W:W ] 决定的 A 然基底 ^ 
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则根据复合函数求#的法则，我们有^7 
W Jacobi 矩阵恰好是基底 


dw 3 d 
dv ^ du )^ 


1 < 


\ d ^ ：l - iSn ] 111 

之间的变换矩阵. 

a 切向1|^10/.4:岛然基底 


da ' 1 


I < i < 


：l < i < n > 卜「表示为 


其中 V = 这里坐标自然是在点 p 附近的光滑 

^数，而分 M V 恰好是切向 tt u 在光搰函数 v 上的 作用. 对于任 
意的/ e 以，/在点 p 的微分 d/k 是 T P M 上的线性函数，定义 j 
ti /1 七） = !；(/), W e T V M . 網 [ I 是， dV 是2>鉍上的纖函数，定义琴 
du % ㈤ = v ( u % W £ T P M , 切空问 T P M 的对偶空间称为在点 p 的余 
切空间，记为 T ; M . 其成员 就:& T , M 上的线性函数，称为在点 p 的 
切向 _kt W 1 < * < n ] 构成余切空间 KM 的基底 .这 徉，切向域 

n o 

f 的表达式成为〃 =^心 ㈣ ;^；«微分#恰好是敢切向 U v 在街然 

i=l 

越底 | t£t : 1 < J < — F 的第；个分 ti f = i 7 ( w f ) =祝 ㈤ 的函数^ 

值得指出的是，在构造比较复杂的离维光滑流形上，切向 Mtt 的 KI 景 
往往比较难以想象，但是余切向 W 场却比较好理解，它是光滑流形上的 

n 

一次微分式，即在 R 部坐标系 ( f /；^) 下表示为 

1 = 1 

其中 H 是 V , ■ ■■ , 的光滑函数 * 

10. 在光汾流形 」 w 1：的一个？_次外微分式 U 是指以光滑的方式 
在每一点 p e M 指定了在 i 亥点的切空间 T p M 上的-个 r 次外形式 
u ( P )< 设 （ t /: w ] , ■ • ■ 足 M 的一个局部坐标系 3 则可以表示成 




u n ) dl£ M A ■ ■ ■ A dit ir 
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j ^ ' .U 77 )^' 1 A … A dd ' 

其中系 数函数叫…“，以） 是 ttV …，的光滑函数，并 II 对于 
_下指标彳1，…，4是反对称的， 

I 流形 M 上的任意坷个同次的外微分式能够以逐点 汁笕的 方式作 
加法，任总两个次数米必相冋的外微分式能够以逐点计筇的方式作外 
积运算-对于外微分式来说，更重聲的一种运算是外嵌分.它把 r 次 
I 外微分式变为一个 r +〗次外微 分式： 

1 , . 

du\^ = ~dwt, .^t P Ad^ lL A ■' - A du' r 
r ! 

■ = — dw 1 " A dw lL A … A dw' 

H du ] 

[ 上面的表达式与局部坐标系的选抒-无羌（参看例题 7,6). 如果/ : M — 
E 遇定义在 Ai 上的光滑函数（肴作芩次外微分式则它的外微分<1/ 
就是它 的普通微分. 

I 外微分运算 d 遭循 T 面的运算法则 t (1) d 是线性算子，即对 

I 干任意的外微分式 有 d (^ + ip 2 ) = dy 2 ] i - d^? 2 , d(c ^ 1 )— 
I c r Vc e IE; (2) dod = 0, 即对于任意一个外微分式 ■^有 d(d^) = 0； 
I (3:; 若 v? 垃 r 次外微分式，则对于任意一个外微分式■有 A<_) = 

■ dip Aip + (—l) T ip A dip. 

I Ik 设風」 V 分別逛 m，Ti 维光滑流形，且有光浒映射 / : M — A、 
点 p S M 的局部坐标系是 （AV ], 点 /( P> E A「 的局部坐标系是 
[ ( v ： vn t 井且 nu ) c 那么映射加 : u ^ v 可以表示为 

■ = tl rt (W' …, U m ), Ct ^ 1 T ■ 1 ,T1, 

1 映射 / 诱导出一个映射/%它把」 V上的 r 次外微分式^变为 Af 上 

I的 r 次外微分式/ V 设 

I 

^ p\v = ~r*Am r « … , v n ) dv ai 八…八 du% 
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则 

r^\u - 

其中指标 cti , … 



, o r 的取值范围从1 到〜 指标 h ，…， i 「 的取值范围 


从 1 到 m ， 并 fL 卜_面两式郁使用了 Einstein 和式约定 - 很明显 3 广秦 
是将映射 / 的表达式代入 W 所得到的结果 I 我们把 /V 称为~上的 
r 次外微分式 p 通过映射 / 拉回到 M 上的外微分式 . 1 


设/ : A / 〜/ V 是光滑映射，则对 ; v Jr _ 任意的外微分式有下 


面的等式： （1) my } = />+/^； (2) rkA 叫二 /> a _ t 砍⑶: 


r ( d ^} = d (/ v ). 

I ?,在 £ a 中取定一个右手单位正交娇架那么在 1 
中的任意一个右手标架 { P ; 都可以表示成 



命 

(讧 U a l 2 a l 3 
« — ^21 ^22 從23 

、江31 江32 ^33 

则在上面的表达式中还必须满足条件 Clot ^ > 0. 因此， 奸中的 
右手貼架的全体所构成的集合5 足 一个十二维的光滑流实际上 
它是中满足上述条件的 K 域 D ， 位于区域！>中的点的坐标就是/ 

^ai - «2, an : ■ h 、獅)- 

如果 { p : e lr e 2 l e 3 j 是右手单位止.交 标架， 则它还要满足方程 % 



&， ey = ‘ 1 < U < 3，即1 W =茗（单位矩阵}， 


或费 
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1^1 i )^ + (.. a :2) 2 + ( a i . a ) 2 — 
(a 2 i) 2 + (a 2 2) L> 十 (a 2 3) 』 =1 ， 
(asi ) 2 — (勿 z) 2 + (^) 2 — i ； 
«1 肉 1 + ^12^22 4 ai^«2-1 ― ^ 
^11^3] +" rfi2 fi ： i^ ~ = fJ ： 

叱 1 阳 1 + d22^A2 = 1-1 ■ 



因此瓦 3 中全体右手单位正交标架的集合含是区域 D C 1 RU 中满足 
上述方程组的一张六维（代数） 曲面. 

13. 从几何上可以考察标架 ( p ： ei . e ^ e ； i } 的无穷小位移，也就晶 
标架原点 j > 和标架向 M e 2 , 的微分： 



将基底彳 H 斛用 h &} 来表示，即 



其中 



hi ^22 
kit H2 办33 



代入并展开以后得到 


d{0p) = f? ] e L + SFes + 
dei - e ] + Ufe^ + 
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其中 


tlafc ■Q ■ 卜冗 dd 6 ^、 1 <ij < 3. 




这里的 W 是区域 /? 上的 u 个一次微分式，处处是线性无关的， 
闲此它 们在 K 域 d 的每一点构成余切空间的基底，祢为欧氏空间 p 
上的活动标架的相对分 M . ■ 

上面的讨论对于欧氏空间上的申-位正交活动标架也是适 ffj 
的. 对千正交矩阵 X |(1]0 3 B = A ~^ = A \ 故欧氏空间护上的单位 
正交活动标架的相对分 M 是 9 

— jfl 

fP = ti ( Op ) - = de f ， ey := Z a j k da ikl 


其中.容易得知 1 

^ = -n^ 漏 

因此欧氏空间 E 3 上的单位正交活动标架的相对分量在实质上只有 6 
个，它们是 1 

n \ q 2 , n 3 , nf = n ? = 郎=—‘ ■ 

它们厝定义 ft te 12 中的六维曲面#上处处线性无关的 fj 个一次微 
分式. 1 

对欧氏 ^间芯 3 上的活动标架的相对分 M SV ， 街求外微分立即 
得到它们满足方程式 I 

3 3 

<m j = ^ n fc a oi, dn{ = J2 Q i An i- I 

Jt=L k=l 

这绀方 程极其讓耍，焐推导欧 K ; 空间几何性质的根源，称为欧氏空间 
E 3 上的标架空间 g 的结构方程. I 
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14. 所谓的欧氏空间硭中依赖 r 个参数的标架族是指从 1 R 1 ■中 
个区域 jD 到标架空间 S {即 R 12 中的区域乃) 的一个连续吖微 
映射 fT : D ^ 即有〖2个连续可微函数 W = (咖 1 ,… ,« r ) T = 

ait { v l r -- ^)： 1 < hJ < 3, 其中 det { a ^[ u n )) > 0. 相应的标架族就 
是 { Opfii 1 ,-' - t u t ]; - ， u r ),l < i 彡 3 } T 其中 

5^(uV … iw r ) … w + 时卜 1 ， " 〆 y 十 ^(u 1 j ■ ^ ，乜 ! ）釦 > 

e^u 1 ,'' ■ ,u r ) —an(u J ^ , u r )i + ^(n 1 , ■ - - ,u r )j + 叫 (w 、 … ， u r :!k ， 

对凉 ( u '”、 W r ) 和 &«■■■ 〆 ) 求微分，由于 Cj ㈤ ，…， O , j : 
2, 3是线性无关的 ， 故有 

3 3 

d ( Op ) = Y ] J ejt ■ de f = 4 e fc T 

it = j fe=i 

很明显， 

它们是 r 维 K 域乃上的一次微分式，称为办 1 中这个依赖 r 个参数 
心一 〆 的标架族的相对分上面的公式称为0中依赖「个参 
数 d 的标架族的运动公式 ■ 

如果考虑欧氏空间中依赖 r 个参数的单位正交标架族 1 则它 
是从 r 维 K 域乃到标架空间舍中的一个迹续可微映射 C 7 : /J — 沒,换 
言之，这12个函数 qh 1 ， … . dO , 〜… ， u r } 还要满足条件 

v ) c ^〔. ti 3 , … 〆 ）=知、 

fc=l 

相应地，相对分 tt z W 满足关系式 W + 4 = 1 

F 面的结杲说明结构方程的®耍性：欧氏 空间五 3 中依赖 r 个参 
软屹… 〆 的任意一个标架族 { p ㈣ ;杉奶，峰的相 
对分 M < 4必定满足结构方程 

3 :* 

i 
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皮过来，任 意给定 [ 2 个依赖自变董«， ， u r ) e D c ia r 的〜 
次微分式1 s s 3,要求在每一点它们之中总是有 r 个爲 
线性无关的> 如果它们满足结构方程 H 


cLj j — du^ = 5^^ A 

k=l fc=I 

则在欧氏空间芯 3 中有依赖 r 个参数化的右手标架族 { p ( u ^ ; 

e 2 ( n a ). e 3 (' U a )} 以 4 为它的相对分 tt , 如果给定 T 初始 
标架的度 W 系数，则任意两个这样的标架族可以通过空间 的一个 
刚体运动彼此重合. 1 


如果任意给定6个依赖自变量(缸 1 ,…. 〆) e D c l r 的一次微 
分式 I 



假定它满足结构方程 



则在欧氏空间丑 3 中存在依赖 T 个参数… 〆 的右手单位正交标 
雜 ( pK ); e x ( u^l 以 W 为它的相对分井且 

任意两个这样的右手单位正交标架族可以通过 空间以 的一个刚体运 
动彼此齡. _ 

15. 设欧氏空间护中曲面 S 的参数方程是 r = rCu ^^ l 相应的 
自然标架场是 n }, 其中 ] 

vi K r 3 

— 2; 1 

因此，自然标架场 { r : n , r 2j n } 是空间护中依赖两个参数 W ) 
的标架族. 1 

假定曲面 S 的两个基本形式分别是 ] 


I — 没 ㈣ dWii 气 tt = 


南千 
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d?' = ridi£ J + r^du 2 ) 

苟相对分 M d 的定义式对照得到 

a ； 1 = d ^ 1 , i 2 = du ", = 0. 

由曲而论的基本公式（参看笫五审听1第 4 款)得到 

dr a = = F ^ du ^ r ^ + fc a ； jd ^7 i , 

dn = =— bjdu ^ r 7t 

其中是度 M 矩陆 （ f ? 邱）的 Chriytoffd tfi 号 ， ㊆ 与相对 
分 fit 的定义对照得到 

= r ^ du ^, ^ = b a ^ du^ t oj ^ = - bJ < W \ 

L*j；J — 0 t a s 7 = I f 2. 

16, F 面考察琪标架族的结构方程 . til 于 dw 7 = d ( dii Y ) = 0； dti ；' 1 = 
o . 而在另一 方面, r : 和关于卜胃梠标《,/3足对称的，故有 

3 2 

= Y , du " A = { rj 2 - r ? n ) du l Adu 2 = o , 

k=l & i 0 =l 

3 2 

W ^ rh; ft A 6 ㈣ di/ = (i*L2 - A = 0. 

k^l ot ,/3 =l 

因此第一组结构方程 

3 

diiJ J = 1 < j £ 3 

fc^l 

是自动成 立的. 第二组结构方程可以写成 

±4 = W A 4 + wX difji 〜2 A 略 

— A 各 j — U/Jj- 
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■ Mm 

先看上而的第四式 3 因为 dwi = 0,另外 

^3 A ^3 = — b ^ di£ a A b 内 d . u ’ = bj 3 i - b ^2 A d ^ 2 - ( 

因此该式自然是成立的.注意到 

9 ot ^ ^ = 

于是 

^；! = eh* ^ — g fn Hu ;3 = -^7 ? 

dt ^ = -dffcrj A wj - dw ^ 

所以 

dt ^a - 八 4 = -% ft -r A wj - 5^ 7 du；J - A ^ 

=^(ffaS + dyS ^ A uf ^ — ■ 

= + wj AiJg ) — — ^ A ), ■ 

由此可见，前而的第二式和第三式是等价的 s 因此我们只®要考察第 
—式和第二式. 

首先考察第一式.经直接计算得到 ■ 

喊 = 磬如 w = (s - s) 如 1 a d 必 ■ 
d 〜= O” a (r^d^ i = (rH “a d 必 

所以 M 

M - 心 W “:發一磬-切 2 + r 的 )… A d j j 

— A du 2 = A du 2 . I 

另一方 w ， 


A - (^ch^) A (- KdW) = (iy^bj 拉） du 1 A du 3 , 


因此 
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du ;: - u /^ A — A u/g 

= - ( Rl 12 + du 1 A du 2 

= (H» 邮 — fcri 知 2 + 一細 )du 】 , dii 2 i 

这#味着，结构方程的第一式就是 Gauss 方程 

J ^12 L 2 = ^11^22 -石 12石21， 


对求外微分得到 


鉍—‘(砮-為< 


另外 


A - (r^d« J, ) A - (O 扣 - llpm) du 1 八 rlii' 


因此 


dvju^ — A 




这就说明 ， 结构方程的第二式就足 Codaz ^ JjS 


dbg 2 _ h 
du 1 dt^ 


:如 - a = 


总起来说，在曲面 S _ h 取自然标架场 { r ； r ^ r 2 , n \^ 则它的相对 
分 JLi 所满足的结构方程恰好足曲而 S 的第一类基本 M 和笫二 

类 S 本姑所 满足的 Gam^Cod ㈣ i 方程. fh 此可见，如果已知两个」 
次微分形式 

tp — g a ^du a du^. # = Lad^fW' 
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其巾 W 是正定的，要验证它们是否满足 Gau^Cod^i 方衙 只要命 

us a = dw Q , oj 3 = 0, 

= r ^ dw ;J , m'i = b Q 0 du ^\ = - b ^ du^ f ■! 

w | = 0, OLj*y — 1 j ^2 j ■ 

然后验证它们是羿满足结构方程就行了，结构方程比 Gauss.Cod^i 
方程容易记忆，所以验证结构方程显然 是比较 方便的 .. T 

it . 在 ft 面上采 m 活动标架场的方便之处在于它不必 v 曲面的参 
数系紧密地联系在一起，特别是可以采用单位正交标架场.如果曲面 
S 上的单位 iH 夂际架场 { r : eil 化: 句}中的成员 eil e 2 是 rttliff S 的切 
向麻 則称这样的标_为曲面 s 的阶标架扬.对于曲面 S 的在 
意—个--阶标架场 { r : f e 2j ei } 必定有 

dr = 1 e ] + u ; 2 e ^! 

因此心 V 瓶 1 

[=dr ' dr = ( ijj J ej 4 - u ^ e ^) 2 — ( w 1 ).』 十 ■ I 

反过来，只要将曲而 S 的第一基本形式写成两个一次微分式的 T- 方 
和，例如 ■ 

1 = „g a ^d?i a du ;；r = (A}du J + 久 }<h /〒 + (A'jdii" 4- A^di/~]~ T 

记 ■ 

ij ,' 1 = A | d ^ ] + A & ciu ' ij : 1 : Afdu 1 4 - ^ = 0, ■ 

则我们便得到曲而 S 上某个一阶标架场的相对分 U T 并且由此吋以得 
到曲面 S 的一阶标架扬关于 ft 然标架场的表达式.实际上，此时一 tj 
标架场 { r ; e ], e 2 , e a } 适合 dr = r ^ u 1 + r 2 <\n 2 = u, J ej + 用 
的表迖式代入并比较得到 I 



即 
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f ei ) = 1 ( A i -^] V f ri 

V . es / ^1^2 ^1^2 V _A 2 ) \ ^2 

这个看法为在曲酣 S 上选用 i 介标架场带来方 便， 在实践中是十分有 

雜. 

下而我们来求曲酣^的一阶标架场相对分 M 的 K 他成员，貧先 
我们断言：一次微分式 W 是* 根据结构方程唯一确定 

的.确切地说，假定 dd 是依赖 fi 变 M 的两个处处线性无关 

的一次微分式，则存在唯一的一个一次微分式 W 满足条件 

dui 1 = U2 2 A £1^21 del/ 2 — UI 1 Ao/f. 

实际上 s 

2 1 , -J 

= — 0J2 ; + quf~ t 

其中 

dtj 1 _ dnit 2 

於 ui 1 Aw 2 J 兑 w 1 Aw 2 

相对分 M 4 M 和 4 W 每曲 M s 的第二基本形式有关.根 

据结构方程 

0 — du； 3 = u/ 1 A cjf 4 - uj~ A ctj|] 

以及 w 的线性无关性，由 Camn 引理(参看例题 T .4) 得知 

D C 

根据曲面 S 的第二基本形式的定义, 

]f ; — dr - ~ (u ； 1 e \ 4 - ui' 2 e ， 2) - 4- ^) 

—— ( CtJ’iilJ + = O ,' 1 ^ - j - 

= a ^ 1 )' 2 + 2 hj l Ui 2 i - c { oj 2 ) 2 
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= b n { du 1 ) 2 + 2b l2 du l du 2 + %(du 2 )S 

如果将 uA J 关干 dnKdir 的丧达式代人进行比较，就能够得到上 
面的待定系数 a I 

将前面的讨论综合起来，我们有下面的结论=如果给定曲而 S 的 
第一基本形式〗和第二基本形式 L 首先将丨作任意的配 T- 方，写成 
两个一次微分式的平方和，那么(三 0) —定是 rth 面 
s 的某个一阶标架场的相对分 tt _ 相对分 M 4 由借助 

于结构方程 ttW = J 八 u^ T tL/ 12 = u< J A 4 唯一地确定 3 - 

和 二 rh 曲面 s 1 的第二基本形式 it 借助 F 结构方程 dd ; 

唯一地确定. 至此， 关 f 曲面 s 的尚未涉及的另 
一组结构方程 ciW = 4 恰好而的 Gauss - CodazKi 方程 j 

IS . #1面的一阶#架场的选取有相$大的随意性.让曲面3的一 
阶标架扬 { r ; c ,, e 2l e - d ] 在每一点绕法向 tt U 转过一个角度卩得到 
的仍然是曲面 S 的一阶标架场.换言之，曲面 S 的一阶标架垓容许作 
如下的 变换： ] 

= coa^ei + siu 0 e 2> 

= — sin Oc ] + cos & G2 , 

其中 e JirtfJM 5 上的连续可微函数 > 正是因为 # I 前 6’ 的一阶标架场 
的选取享有这神自由度，使得它与曲面 s 的参数系的关系比较 松弛， 

从 M 为处理 曲断的 问题带来很多便那这 就足所 谓的活动骷架的优趑 
性『当然，曲面的几何 k 在用一阶标架 场的相 对分挝衷示时应该与一 
阶标架场的上述容许变换无关. I 

容畏得知，若曲面 s t 的一阶标架场化 ; ^, £21 60经受如匕的 
变换，则对应的相对分 M 按 T 列规律进行变换2 

,„ 、… （ cos & — sin 0 \ _ „ ., 

( eif 1 ,^ 2 ) - ( w 』., w ” ■ [ I 彳 ii ? 3 = ti/ J = Oj 

、 sin 没 cos 0 j 
\ sm0 cos^ j 
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于是一次微 ^ 形式 ( W! ) 2 +( W 〒， A ? ( W ?) 2 + ( u ；|)2 显然与曲 

® 5 ' 的一阶标架场的选取无关，它们恰好是曲面* s _ 的第一基 本&式 
第二基本形式和第三基本 形式. 二次外微分式与曲面$的二 
阶标架杨的选取无关，它恰好迠曲面的面积元素 t ^ w?A ^ s 

u / 1 八4 ’ UJ 2 hiJ \ 也是 曲面 5上与一阶标架场的选取无关的二次外^ 
分式，经直接计算得到 

Aw 2 — ^ A (few 1 G*; a ) = (ac — ^Joj 1 A U} 2 , 

u，i A ^l Au? = A (E^ 1 +o^) - ^ A ( 叫 1 + huj 2 ) 

— ( a -^ c ) u } 1 A w A . 

⑴此 a - b 2 ^^ c 都是与曲面 S 上一阶标架场的选取无关的不变蜇 3 
其中 K = ad 是曲面_5■的 Gauss _率，// = 是曲面5 

的平均I 掛率. 结构方程中的 Gauss 方程成为 — 

du；i = u;J A £ j | = — Kus ] Aw 2 , 

于是 

c » J 1 A up - 

巾 P 都 .R 依赖曲面 S 的第 —基本取式，上式再一次证明广 

Gau 胡绝妙定理（第五章§ 5 .1第10款)， 

§7.2 例题详解 

例题 7.1 设是向 M 空间V，上的两个一次形式，求它们的外 
积的求值 公式. 

解根据 定义 . fAg ^ 2 A 2 ( f ^ g ) : 因此，对子任意的心以 e 1/有 
I ^9(^, y ) - 24 2 (/ ^ g )[ x , y ) = f ® g ( x , y ) - f ^ g ( y , x ) 

sW 9(y) 
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例题 r /2 馳 i 辦] V - 上的 -- 次形式，求它順外积_ 

的求值公式- 

解根 据定义 

/ A (g A 4) 二 ® (£f MO) = $ ，(/ <&A2[9^h}) 

二 UstJ 1 《 ff 这 h)， 

因此，对于任意的 

/ A (3 A h)(x, y.z) — 0.4 ： i( / @ j? ® h){x, y^ z) 

=/ ® .9 © h { x , y t z ) - f x , z ) ^ f ® g ^ Ky . z ^ x ) 

-} ® g ® h { z , y , x )+ J ® g ® h [ z f x ， y )- f ® g ® h {3 C , z , y ) 
f f ( x ) g ( M ) h ( z ) - f ( y ) g ( x ) h ( z ) + f ( y ) g ( z ) h ( x ) 

- f ( z )9( v ) h { x ) + f (/) g ( x ) h ( y ) _ f ( x ) g [ z ) h ( y ) 
fix ) f ( y ) ff /) 

^ 9{^) 9(v) sM * 

h ⑻ h ( y ) h ( z ) 

例题 T 3 賊三獅空间 V 中有麵麵 /,. = 4 1 g 
i < 3, det (^) # 0, { e W } 和 U l J 2 P } 是对应的对偶麵，求 ■ 
e ^^ Ae 3 $\ 尸 W 3 之间的关系 • 

解先求尸和^之间的关系.^作为一次形式可以用基底向 M I 

t / w ” 线性表示，故有 

^ = e W = e » k ) J j = a ^ e ^ e ^ f 3 = a ^6 lf J = ^JK 

因此 

e ] Ae 1 A e 3 ^ a» 文尸 ■ A 尸 A 尸 1 

=A f 2 A f = det(a|)/ : A f A f : K 

例理 7,4 ( Cartan 引理)设，… 〆 f U r 是 ri 维向破 _| 
| b ] V 上的 2「 个一次形式 t 其中是线性无关的.如果恒等 | 
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式 

T 

〉: A ^ 0 

a^l 

成立，则每一 个仏必 定是…，/的线性组合 a 即 

T 

并且系数〜喊是对称的，即 a a # =郎〜 

证明因为/是线性无关的，所以可以把它们扩充成为 
对偶空间 !/■ 的一个基底七… ^, w r + l , … + u ；' 因此每一个一次形 
式 L 可以用该基庇表示.命 

n 

Oc, = 5^ a ai i^ 1 . 
i=l 

已知空闻 A 2 V. 的基底是 W A I <i<j <u }, 将上式代入题设 
恒等式得到 

r r tv 

1 ：E A 

tr=l dz =^ t = 1 

r r r n 

& 叫 £^ A J 

cr=l JS—1 cs^l f±=r+l 

r n 

~ E ( a nj3 - a 扣 ) u/. 1 A u；^ + ^ a nl^ a A dJ ? * 

l < a<^< r a =] £= r-H 

上面 最后一式中的 / Aw 气 wU 厢于八〜，的基底，于楚所有的 
系数必须为零，即 


Ct ㈣— 邮 a = 0, V 1 < Q < ^ < r, 

〜€ = Oj Vl<Q<r<f<n„ 

因此得到 

T 

— Oa W f j J 并 _ M _ a a ^ = a 伽， 

㈣ 
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例题 7. 5 设 S 是三维欧氏空间中的一个有向的 IE 则曲 面 (畚 
#例题 3.4), 在定向一致的参数表示 T 它的第一基本形式是 I 


1 = !^ t ^ hi n du 气 


命 § 

d? = y/gug22 - [gi^Y 2 ^i 1 A th *、 

则加是在 整个有 向正则曲面 S t 定义好的一个二次外微分式. 1 

证明所谓的有向正则曲断指它具有由参数曲面片构成的开襯 
盖， 而且当两个参数曲面片有重兹部分时 3 在重叠的区域上必有保持 
定向的容许参数变换，所以， H 耍证明上面所定义的_次外微分式如 
在曲 W ,5的保持定向的容许参数变换下保持不变就行了.实际上，如 
果 ( tl 1 ^! 2 ) 是曲面 S 的 另一个 定向一致的参数系，于是& & 

是的至少三次以连续可微的函数，并且 | 


^(■Ei 1 , U 2 ) 

d ( u \ y ^) 


假定曲面 S 的第一基本形式用新参数 ( uKii 2 ) 的表达式是 


I = 9^3 dtt^dk^ 


则在第 ■■类 基本 tt 和％0之间有关系式(参右第三眾§;11第4款 f 


其中 




t ( ^11 

dtL [ du 2 
& u ] du l 
dn l du 2 
9 w 2 du 2 
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.在前式两边取行列式得到 


因此 


9u 細一 (ffia) 2 = {det ,/) J (^n522 — (|i2) 2 )* 


\ foilQ22 - (/?[£) ' = I dalJ \ - \ /呑 1 L 旮 22 - (5 iaP 


但足参数变换保持定向是指 


所以 


detJ = d {^) >0 ^ 


/ (/l 1922^- (912) 2 — C ^ 1 ^ - (.^12) 2 - 


在另，-方面,对函数 i ?〔 W ) 求微分得到 


E 此 


dti 1 A dtf 


f du 1 i 1 2 \ 

w du + ^ du j A 

d [ u l , u 2 ) 


' 3 u 2 . 1 du 2 . 2 


结合上面各式得到 


\/ mm - (m) 2 A du^ = \! ih ' 

— V ffuff22 — (3i 之 P du. 1 A dw' 




如 lAd ^ 


这就证明了 i 次外微 分式心 在曲 而 s 的保持定向的容许参数变换下 
是保持不变的，因此它是在整个 IT 面 S 上定义好的二次外微分式- 

例题 7.6 设 P 是定义在〃.维政域 u 上的一个 r 次外? A 分式， 
它在曲纹坐标系«-■，《") 下的表 示式是 

if = -7 pur (dr … ,u n )du 11 A - ^ Adu lp t 
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在另一个 rth 纹坐标系 O 下的表示式是 I 

tp = 4 知 ...*「 ( & 1 ，…， f 1 Jdti.* 1 八 … A d^r ， 1 

rl 

其中假定系数函数約 对于 下指标都是反对称的，则有 
却 k A d?〆 1 A ■ + * A du ir — d 知… l A dt* Tl A ■ - A tii r . 

证明 rti r - 不同的 _ 纹坐标系之间有容许的坐标交换，设为 

u l = 丑 '. (v.’ : f … ， U. n ) T 1 S * ^ ^1 


du f ^ ■ du J 


因此 


沾卜 (u l J .iP')<.l-w rE A — ■ A dli l f， 

= ( 心 1 1 … ， H n )dH Jl A …八 di^r 


■■■ J - 


fh> 


dii^ 1 du^ r - 


du h 


很明显 • ^ 对于下指标 iu . ■ ■. 八仍然是反对称的, 

固此比较上式的前后两端的系数得到 


^ du^ 1 dn^ 

咖"…⑤ 


对此式求敝分得到 


I …?'「 


d A dit,^ 

f du' du J 1 

\ dii 1 dn k du 11 

細 1 

+ -—H ㈤ 


du j ^ \ . k 

a^J du 

dii^ i d 2 u^ 

Ih^ f 朽 1 … jV dddu “ 

■ ^ 3 \) 


d'H? T 

du ir 


所以 
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dfn … v 八 A ■ ■ * A du Ir 

/a^ Lt .. ie du 1 du^ dv^_ ' d 2 u^ du^ 

\ du^ du^ du l：1 du ir ^ J1 '^ r dit h du il dn ir 

. du^ d 2 u^ r 、 」 A , t - 
+ ,., + ip. . —_r- - - - — ~pt ： — "j d,w A {iu A * * * A dii ； 
yjl J " &a^ du k du J - 1 






dii ( A 出 V 丄 A …八 diV、. = d-3j r ..j r A d?^ 1 A ■ ^ ■ A cifiv 7 、 


在这里，第二个等号成立的理山是除了第 :1 项以外，其余各项全部为 

等，例如 

护妒 du ^ , . 


du i; A dw “ A ■ - ■ A cl'di' 1 


^ ，， i S-L li itF f ^ %.4. i •、 

du k du li du lr 

1 ( d 2 u J1 d 2 vP [ 

2 \ du^du %i du il du k 


di〆 

dit^ 


du k A du' 1 A … A du ，T 


注记如果考虑犓个的正则曲面乂则外微分实际上是定义在整 
个®面上的粦子，或种更一般地，外微分是定义在微分流形上的筇 
子.因为在这神空间中在每一点的邻域内有曲纹坐标系， M 在不同的 
腓纹 坐标系之间有容许的坐标变 换， fli :& 上酣的例题说羽外微分运算 
与曲纹坐标系的选取是无关的,所以它是在幣个空间上定义好的 ■这 
就是说，尽管在不同的曲纹坐标系下，外微分式有不同的表达式，但 
是它们在各 n 曲纹坐标系下所做的外微分仍 旧是 同一个外微分式在相 
应的曲纹坐标系下的表达式.这个性质通常称为“外微分的形式不变 
ir . 因此， 外微分运算把定义在糗个空间上的一个 〃次 外微分式变 
成定义在楂个空间上的一个确定的 『+1 次外微分式- 

例题7,7设 （ mu _) 是欧氏空间护中的曲纹坐标系，命 

ciJ — o( u, ir ? + 0{u, v t 川 ) dv + 7(1 K 

jj ; P(u、v, iy)dy A d«j -f Q(u, v, A du + Riu. v, w)du A d^ t 
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--- …’ - - - - 、 - - - - --- - -―-- 

其中 a ^ 都是的连续可微函数，求它们的外微分, 

解 根据外微分的 定义， 我们有 


du ； — da A dii + A du -f A dw 

= ( 2 ^ S ) dVAdm+ (^~^) 


\^u dv) 


d w A d?i. 


du A dv . 


d?j — d/ J A du A dwj + dQ A dt^ A du + d/i A cLif A dv 
fdP dQ BR\ , A 5 A , 

= (^ n ) dwAdtrA -， 


例题 7 -S 在欧氏 空间五 3 中的 笛卡几 直角坐标系下 i 试将向 W 
场的场论公式和外 微分式 的两次外镦分为零的性质相对照 ■ 

m 设 (^ v , w ) 是欧 s 空间 e 3 中的笛卡儿直角坐标系， * 
(0,^7) 和乃= [ P ' Q 、 R ) 是定义在区域乃上的连续可微的向尔场， 
那么 

fdy d {3 da d ^) dP da \ 

ro t ( a ，/?’ 加小 


dw(RQJi) 


du dv dw 


场论中有著名的公式 


div o rot = 0, 


用到向世场 w = ( Wi ) 上则是 


d\v{rot(aj3^)) 

( i^7 dp da dj da\ 

=dw {d^-^d^~^dZ~d^) 

du \dv dwJ dv \^u; duJ dw \du dvJ 
把 w = ( a , 氏7〕对应于一次外微分式 


H ) — adi /. + /_ + 7(1叫 
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v - C ^ Q ； H ) 对应于二次外微分式 


— Pdv A dttJ + Qduj A du 4 - Rdu 八 

那么向 4场 ^ = i ^^ y ) 的旋 M 对应 于一 次外微分式 0 的外微分: 


_ 

dw ) 


(qi 

\dn 


cL^ A dw + 


dw A dv. 


H) 


dtt. f A dn 


同时 ，W = ( P ； Q •抝的散度对应 _ f 二次外微分式 r ) 的外微分: 

fdF dQ dR\ J , . 

tJTj ― I 十 du A (hi A tU-U 

\diL di ' dw ) 

由此可见, 场论公式 div 。 mt u ： =0 对应于 d(d 二 ） = 0 , 即 


啊） =HT 


如(谷 V 

_a_ (逆 

dw l du 


&p\ d_ 
dw ) + dv 


/da _ &2 
\ dw du 


flu A di ： A d'ti ； = 0, 


m , 对干上面关于外微分 的公式 而言，并不需耍假定 ( a , w ) 是欧 
氏空间 E 3 中的笛卡儿宣角坐标系, K 要假定 ( u ^ w ) 是欧氏空间 E 3 
中的任意的曲纹姬标系就行了 9 而且廣公式对 F 任怠维数的空间内任 
意次外微分式都成立，因此有更广泛的 意义. 

例题 7 A 已知三维光滑流形 M 的同部坐标系 ( U : x ^ t z ) 上的一 
&微分式 a = yd?r + a^di P j 3 — yzdx 4- isd 分 + :求 d(o. 八 

解注意到0是全微分，即 

0 = + arsdt; + xydz = d(xyz). 


因此 d .；? = d ( d ( a ; j /^)) = 0, 所以 


d(a A /3) = da A >■? — ct A d；? - da A p 
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= (dy A c!t 十 /S dj/ 十 ci£ A ds) A 十十 xydz) 

= — [s:y -\-yz -\- xz)dx A dy A dz. 


例题 7,10 设 


ip = —ipi L ...i r du 11 A —Adlt f % 

7" H 

d 户 ■ 卜 . ^ x y 叫广 i 叶 jdK 11 A - Acb Wl 】 

其中系数函数外 ..& o«d u 关干下栺标都是反对称的 . 证明 : 


‘ +1 = ^(~ l ) J ' 1 

^=1 


t3 - ' -(f-l.F ■ 十 1 

du ia 


在这里，记号表示去掉在它下方的指标字母 < 

证明根据外微分的定义， | 

dp = Ack/ 11 A ^ ■ A du J ' 

^ A du il A … A dA 」 

r] du* 

= - 1 ., 4 dip t - ir ^Xi '• 八 … A dA' I 

(r Hh 1)1 r\ dv l J 「廿 1 

然而根据广义 的尺腳 视 kerf 记号 的性既 以及叫关 干’下 指标的 
反对称性，我们有 I 


1 ‘ \ ( J]■" ii- 

H 心 〜1 …弘十丄 


長5>】， 

和 I 

V+1 

E 卜 1 严 1 


+1 


dti 太 1 jW ； T-->4 1 


f ^l- 


BtiP» 


rr -J-r +； 


例题 7 + ll 设 ( pjj ) 是 E 3 中的球坐标系，即 


工 =p cos 0 cos ip^ y = &sm ip y z = p sin 0, 
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〔1) 求相应的&然标 架场； 

(2) A dy 4 - dy ^ dz+dzA djr , tk ： A dy A 用球坐标系表示 

出来. 

解 （1) 用向 M 表示 s 则 E 3 中的点的向径是 

r = (pco^$co^^p cosO^uup.pAinO), 

因此所求的自然标架场是 { r ; tv ， 其中 

f'p = (cos 8 GOS y?, cos & siti 

—(-^cosflsin^^co^fjcos^, Q), 

r n =(-psmf?cos^, -/?sini?rtin ^co;s 6). 

( 2 ) 从上面的公式，或者是直接微分得到 

f COS I? cos ^ cos P sin ^ sin 沒 

td.r. dy.d^j — (d/> 3 di^ ? d^) - -pco$ Osintp p cos & r.os ip 0 

\ —pKiiitfcos^? -pmnO^in tfi pco^ff 

因此 

dar A + dy A ds + A di 

=(co$^cos^dp — pcc^^ain^di/? — /?sin ^cos 

八 [tosfl .'nin ifidp H- pco&0^QS(pd'^ - psiii Asinptl 没） 

十 (coMsjn^dp + pcoi^cosv^ip -psin^sini^dq 

A (sin 6dp -f- pcos6W) + (sin0dp 十 /j cos BdO) 

A (^)s^cos ^pdp - ^crxs bin pthf _ psin 没 cos p 册） 

=/5 cos i 9( c 4) s <?- smi 9 f；os 9 - sinflsiu^Jdp A d ^? 

+ p 2 cosS(sin 5 + cos 沒 cos P 十 cos sin ipjd^p A 
+ p(cos — sin ^)d9 a dp, 
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—( cos ^ cxps ^ d /? - pdxp — p^ine cys -^ d ^) 

A (cos & sin ipdp + pcos Q tos ipdip — psin <3 sin yyd &) 

A (sin 9 dp i - pcos 9 cW ) 

=p 2 coe 0dp /\ d(f Ad&, 

例题 m 在 矽 中取定一个右手单位正交标架{04乂叶那 
么在 E 3 中的任意一个右手标架 { p : 6!^ 21 6 3 }都可以表示成 1 



设 p & E d 中的--个固定点，以 P 为原点的全体右手标架构成依赖 
个参数的际架族，它在拓扑上等价干行列式 为正的 3 x 3 矩阵的全体 
构成的集合 GL+(3). 由此可见， F 3 中的一个固定点相当于标架空_ 
3中的一个九维曲 M . 试写出该标架族的相对分 M . I 

解上述标架族满足的条件是 J 
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其中（^)是（％)的逆矩阵，因此 M L b k jda ik , l < ij < 3 , 

k^l 

如果在右手竿位正交标架空间》中#，中的一个固定点相当 
于5中的一个三维曲面，在拓扑上等价 于行列 式为1的正交矩阵的集 
合 so (卟它 的相对分盘焐 

3 

— 0* = d^i - ej = y ^ aj k daik T 

fe=i 

其中 ay 满足条件 y ^ g^kaih =知和 det(aij) — 1. 

例题 7 .13设 C7 是欧氏空间於中-条挠率不为岑的曲线，其 
参数方程是 

r = r(s), 


其中 s 是弧长 参数， 曲率是 K [朴挠韦是 r ⑷.那么曲线 C •的 FVencI ; 
标架扬 M 水 o ^),/3 ㈤ : T ( W 是戶中的单参数 JE 交标架族,因而是 
空间#中的一条曲线.试写出该标架族的相对分 M . 

解根据 Frenet 公式 3 


dr 。) 

dOi (^) 

d 叫) ■ 


= a (5) d$ t 
d ^5 = 


ds = r (3)7 ㈤ 


^7(^) = ~~ds = - r ( s ) j 3{5) ds 1 


S 此诙标架族的相对分咁是 
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反过来,如果给定两个_续可微函数& = 44 > L r = t (4 则可 
以按照上面的公式构造一次微分式义4 因为它 f (] 只依 

赖一个 fl 变 jit 所以它们的外积和外微分都@动为零，因此结构方裎 
成立 * 于是在於中存在-个单参数正交标架族以 m j y 
为它的相 对分讪 （参# §7 J 第14 :§：)■ 从诙标架族的运动公式不难知 
道，诙标架族的原点的轨迹足欧氏空 M P 中…条正则参数曲线，它 
以 s 为弧长参数，以为曲率，以小)为捷率,而且章曲 -至多 
除在空间中的位况不间以外是唯一确 定的. 这正好是曲线论基本 

定理. I 

例題 7.14 考虑在空间庐中 沿挠率 不为芩的曲线 C 的断有攀位 
正交标架 { r (4; e W 3 } 的集合，要求其中的 h 是曲线 C : r =小) 
的单位切向傲，则这是依赖两个参数的标架族.试写出该标架族的相; 
对分 tt . 1 

解设曲线 C 的 Ftenst 标架场是 { r 〔4: a (. s } T /3(4 n ^)[ [ 彳1 于 
e l = Q £( s ), 因此向 M {^ 2 / 3 } 和 t (^)} 可以差一个转动 i 设 

e -2 = c：os 0 ^{ s ) — sin £?7(^)> 
e a - — sin 明⑷ + cos 沒 7 « 

rti 此 可见， 这 S 空间 p 中依赖两个参数的舉 &: 正交标架族，它 
的相对分世是 I 

v 3 = dr ( fi ) - e \ = d^j 

u 2 = dr ( s ) e 2 =0, 4 - dr ( s ) g ：^ - 0 n 

< a /\ = u \ = c ^3 — Oj 

= dei ■ & 2 

^ K ( s )/ 5 [ s)ds > (。⑵叩⑷ + sin ^7( s )) = K ( s ) caWti ^ 
u;j = — ij/j — dfi ] - 

= k ⑷ /3 ⑷ ds ' (-sia ^( 3 ) 4 - cos 0^ f ( s )} = - k {^) sin Ms , j 
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Ll!2 — — = d.Cg - Cg 

—( e 3 ( d ^ i r (. s ) d ^) — gcxs ^ otf ^ Jd . s ) - e 2 — dff + 

注记如果 { r {^)： ei ( s) t g 2 ( s) p e ^{ s )} 碁空间忍 3 中沿 曲线 C 的一 
^单参数单位正交标架族,使得其中 exis ) 是曲线 C 的单位切向 M , 
则称这样的标架族为沿 ffl 线 C 的一个一阶标架族，这样的坫架族是 
在本题所说的依赖两个参数的竽位正交标架族中取定函数0 =哗）得 
到的.若取另一个函数0 = 9 {^ 则得到沿曲线（〕的另-个一阶标架 
齓从本题的结果得到，1^1 ^ 确定的沿曲线 C 的 - 阶标架族的 
相对分世是 

fij 1 = ds ? ( J 2 — = 0, 

iUj = ^2 = ^3 ^ — — U ；2 = K ( S ) C 10 s 5( s ) ds , 

oJ| — — -K{$) u/| — —U . t 3 = (Y/(s) 4 - T( 5 )) 「 is. 

由此得知， 

2 + ( w ?) 2 = ( rt ( s ) ds) 2 T 

它与沿 ffl 线 c 的一阶标架族的选取无关 ， 所以曲线 C 的曲率可以 ffl 
III ! 线 G 的一阶标架族时相对分 tt 定义为 

•-■.‘ ：r 1 ‘， • ' . *. , ■■ .'*1 -.' -y ~~ .■ 



沿曲线 C 的 Fvcnet 标架通常称为沿曲线 C 的二阶标架族> 它对应 f 
在一阶标架族中取 = 0. 

例题 7.15 求於 中由球坐标系给出的「 I 然标架场所对应的申-位 
正交标架场，并且求它们的相对分 M . 

解设 〔H 4是中的笛卡儿直角坐标系，命 


X — p C 0 H& COS f , 


y = p tas 0 sin ^> 3 


z = psin 8. 
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则❸ 0) 是於中的球坐标系 [ 它给出的自然标架场是 | r =^.^ 


: 其中 


一 = (cos 0 cos 以 oosf? sin w,si;n 没 ) ， 

——— ( - p cos 9 sm ijp ； P cos 9 cos ip, 0) t 
dtp 

面 =(-^p siu ^ cos -p sin I? sin cos 暨 

经直接验证讎，{需备盒}是彼此正她并且构成右手系:， 
要得到单位正交标架场只要将它们单位化就可以了+命 


e } = : — = (c：os 6 cos 9 - cos $ sm ^? s sin ^), 

dp 

e 2 = T ^- = — 兰 =(-^ sin ^ cos ^^), 

\ r ^\ poos 6 d<p 

I rj 

e = S!L ; Lz^. = (- sin ^ cos ^ - sin ^ sin cos 9 ), 
re\ p d& 


则 { r ;^, e 27 e 3 } 是对应的单位正交标架场 ■ 
对向径 r 微分得到 


dr = — dp + + %de = dpe l + pcos ^ d ^ e 3 + pd ^ e 3 ： 

dp dtp od 


因此 


uj 1 = dr - ei = dp, 
uj 2 — dr • e 2 = pcos ^d.^ T 
= dr ■ £3 = ptl ^. 


同理 of 得 


u/f = — i ^2 — dei ■ = cos9d^? t 
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- — W ; J = de ^ ' ^3 = 紙 
u；2 = — ^ — (le.j - e：? = sin 


例题 7*16 巳知曲面 S 的第一迤本形式和第 _ 1基本形式分别 S 
= K ㈣ 女 + 2 Fdudv + G ( dv ) 2 ; 1 = L ( d - u ) 2 + 2 Md 油 + / V ( di ；) 气 


求曲面 S 上的-个-阶标架场，以及它的相对分 it 
解将曲 WS 的第一基本形 式配平 方得到 


I ;E ((】■« + — dv 1 + 


EG-F 2 


(dj 


v^d 


u + 


7e 1 


V 5 

7 f 


其中分二 EG - Ft 因此 


vj ] = V^SdlJ +■ - r = du , 

VE 


-2 


争 ’ 


( uJ 1 .^") = ( cIki , dv) 


y/E 0 

上 f 

~ 7 f : ■ 


对应地， 


Ve 

F 

Ve - 




^f = VEe u ^=^ ei + ^ e Sl 
Ou dv ^/E VE 


故一阶标架场 { r ( ii ,. y ); e 2l e 3 } 足 


I dr F dr ^/Edr 

&J ~ ^/E Ou' ei ~ ^/Bg du y/g dv 
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e 3 =^i x e 2 


1 dr dr 
du X 


设 w ? = =jxhi + gdti . 它应读满足结构方程 dw 1 = 4 

ikxJ 2 — u 1 A Wi , 用上面给出的 u / 1 ,, u ； 2 的表达式代入得到 

da. |] = (― (v^)” 一 (^^) ) cki A dw 二 uj 3 A 4 = p-^^du A df 


.2 _( V3 




)du A dv — A w\ = (^ci'/E — p~^^) du /\ dv. 


因此 


”赛(― ( 疏 J 





q ^ 7 E ((獻+釜( - (他 + ( 敲 ))■ 1 

我们知道，在一阶标架扬 { r ( w , v ); e u e 2 ,e 3 } ~ Fi 相对分量 ^ 
可以设为 ] 


4* hu /^ 3 i ^'2 = - Lt ；3 = i ' W 1 - I - 


并且 


H : Z /( du) 2 + 2 Mchwk ] + N [dvY 

+ w 2 w 吾 = 咖 1 ) 2 + 2i^ L cj 2 + 咖〒 



du + 


分 ) 


-H 2 b 



F ' 
'du + —^dv 
s/E J 






将 M 后一式展开，然后比较系数得到 


aE = L, aF + b^fg = M n (lF 1 + 2AFW 十 eg = EN' 


因此 
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EM - FL _ E 2 N - 2 EFM + F 2 L 
^ V 5 1 ^ " 


^ T Ldu + A/dy 

M 〜叫 = ^ ， 

_ ^2 _ — + (EN — Pl^ljdv 

\^9 

持别地，如果 （ w 7 v ) 是曲面 S _ 上的正交.数系 7 即 F = (1, 则有 

c ^ 1 = V r Edu , u ; 2 = V ^ d . v t w 3 = 0, 


-^2 = 


(風」_ , ( VG ), 


—― UlL - 

Vg 

Ldu + 

~ 7 ^~ 


du y/E * = ^3 = ^| = 


2 Afdu 十 Ardu 


例题 T.i 7 d 知曲 M s 的第一基本形式】和第二基本形式 n 分 




I T = (1 + u 2 )(du) 2 + u 2 (dv) 2 , 1 = . (du) 2 4 - U ㈣ 2 . 

yl + ti 2 V \ -r u 2 

求曲瓯 S 上的一个一阶标架场的相对分 M, 并且验证 Gauss-Coda^i 
方程成立. 

解因为曲面6_的第一基本形式I能够容易地配成平■方和 


所以 


I = (\A + 十 (m1v)’\ 


\A + n 2 du . w 2 — ifdt ), w 3 = 0, 


求它们的外微分得到 


dw l = 0* doj^ = A dtij 




假定 


m 据结构方程 


bu l -h 


1 + + ctidt 1 ,, 


h 






比较上式系数得到 


§7.2 例超烊解奶 9 


— a \/ ] + ! i a d^i 4- badv — —-— dti 
_ 1 + u 2 ’ 

— — Lt,'J = &V I + it 2 — 十 ciidu — U 一 心 

Vl + u 2 


求外微分得到 


(7 fTW d?iAdt?3 " Cf d ^ 2 = l ^ fh ^ duAd ^ 


此外, 


Aufi 


一 3 一 — Vf ^^A {^^dvj = 一 ^ 

心,” (7^ dt ) A 

A w i — ~ I j —A [ ； ~=i= — A dv 

wit^ j u+ j (vm?) 3 : 

因此 Gaus ^ Coda ^ zi 方程，即结构方程 

dw ? = wX 心 ? = A 4 dw! = 4 A 4 


fitt A dv, 


成立. 


例题 7.18 设_而 S T 的第一基本形式为1 = E ( du ) 2 + (7( dt _) 2 , 证 
明 t 曲面5的 Gauss 曲率是 


K = 


1 (( (爲, 

\fBG {[ >/G 


' Wg) u 


证明将曲面的第一骓本形式写成 

ft {\/ Ed^) 2 + { VGdvf , 
f 是得到曲 IW ^上的一阶标架场的相对分 M 


，- 1 = ^/Fkht 


u : 2 — VGdL . 
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根据 Stl 第17款，一次微分式4 4枭由借助于结构方 
^ d^ ft = uj 2 Au ^， = iiJ ] A 啡地确定的.由例题 U 6 的计算 

得知 ^ 1 

经直接计算得到 

do；f = (f ^：」.:: ) + I. ) ) du A cLl 1 , ; /W 2 = y/E(rdu A dt?, 

因此由结构方程由 4 = - AVU ( Gau ^ s 方程，参看 § 7 . 〗 第 is 款） 
得到 … I 

(( 警 )„+( 醬 ) „). 

例题7,19用曲面 S 上一阶标架场的相对分 M 表示曲面 S 上曲 
线的测地曲率、法曲率和测地 挠率. 1 

解腠定 在曲断 S ： r r ( u \ u 2 ), { u 1 ,^) ^ D C E '- 上取定 
一个-，阶标架域 { r ; Cti T Of 2 T 叫卜其中= IT - 设它的相对分址是 
= 0以及4 =〜吟它 ( f ] 都是参数 ti 1 〆 的-次微分式 ■ 

& C 是曲面5上的一条连续可微曲线 3 其参数方程为#二 
# ㈤ ^=1，2/为弧长参数. 因此， 曲线 C 的单位切向址是 

dr (^) a ,' 1 ui 2 I 

☆ = 1 = 石叫 + 石％， 1 

这里的 是曲而 S 的相对分 M 在曲线 C h 的限制 T 设 0 

是 h 与 ai 所构成的方向角，即 I 

ei = cos S Oi j + sin 6 qi . 


故沿曲线 C 有 


cos (?, 


sin 9. 
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^2 = n x ei = x (cos 沒+ a hi Q a 2 ) 

2 1 

-d • /T ^ W 

= — siti d oti 4 - cose / a 2 = - — ai 4 - — c *2, 

as ds 

赶 3 = 03 = 

f S - { r \ eue 2i e ,} 是沿_面 S 上曲线 C 7 定义的标架场 T 它是曲面 5 
的一阶标架场 { r ; ai , oc 2 T a 3 } 在线 C 上的限制1并在每一点转过 
一个角度0得到的，概据定义，曲线 C 的 ft 率向世是 


= (-sinfi? aj +cos<9 tt 2 )^ + cos^^ + sir 

ds ds 

，芸 + 一 g a2 + g 吻) + ⑽ (g 


e 2 ^^ C 0 ^(^ a 2+ ^ U slu 

d 4 f \ ds } 


卬 + 


ID 


tJ L Lul '? + Ll / 2 U ^ 


所以它在切空间上的投影是 

Dei _ ( dei \ r _ 

~dT = " 

故曲面 s 上的曲线 c 时 a 地曲率是 




% = 石 a 

㈤ 曲韦 是〜 i = 71, 即 

as 


D^l h/f 

~ T ~ + ea = — 

as ds d 5 


a cos 2 & 4 - 25 sin 0 cos ^ 十 B } 


其中 a . b . c 是相对分量用 w \ uj 2 线性表示时的系数.为要求得 
沿曲线 C 的单 位正交标架场，切 } 的运动公丸 还需要作如 
下 计算： 


— ( cos^J a ] + sin 0 & 2 )^ - si 


idcti 


sin + 
d ,$ 


as 




m 
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dsj 


- Ur ' 2 Cij '{ 

e 1 + ― —幻: 


所以曲 面 S 上的线 C ： 的测地挠率是 

de2 OJ l ^n — bJ Z ui 

5 ;石， = - d ^-^ 

—fc cos 2 ^ + ( f ： — ^) co & & sin 0 - bshi 2 & 

注意到 ^ - 是与曲面的一阶标架场选取无关的二次微分式 

屯在曲线 c 上的依制与如 2 之比是曲面 S 上的曲线 C 的测地挠率， 
因此曲面5上曲线 C 的测 地璘率 和法曲率一样实际上是曲面 *5 在_ 
意一点 沿任意一个切方向的函数，反映的是曲断6’的性质 3 不是®线 
0 的性质. 

例题 T .20 探求曲面 5 T 在任意一点的法酣率怍为切方向的方向 
角& 的函数的极值性质. 

解在曲面 r = r ( u \ u 2 ) Jl 的一阶标架场的} 

法曲傘 h 是 


UJ ] W ： i +£ i /^ 3 


^ = ci, cos 2 0 + sin 0 cog & -!- c&irr 


中: = OU ； 1 -r Lt ：| = 5^ |] +0 i ^ 足一阶标架域的相对分 M , 没足 

切方向与〜所夹的有向角.利.用三角函数的倍角公式得到 

1 + cos 2(? , b 1 - cos 2& 

K n = a -- ——十 + c --- 

a + c a — c + . „ A 

二 - H -— cos 29 -\- b sm 2&. 

2 2 


如果 ( a _ c )/2,& 同时为零，则〜 = (a 十啪 2 与方 向角〃 无关 i 郎曲 
而 S 在该点沿各个切方向的法曲率都相同：因此诙点足曲面5的哜 
点.假定 { a ” c ) f 2 、b 不同时为零 1 則可取％使得 
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f 是曲面5的法曲率〜可以写成 


a + c f a — c\ 

^ - o + \ — + 6 2 ■ 咖 2(0 — %〕. 


由此可见*曲面 S 在一点的法曲率〜在 & = i 9 b f ^ - htr 时达到最大值 


G -i - C 


a — c 


+ 6( 


在 0 = % - 兰為 + 穿时达到 M 小値 


^2 = 


a + 


a —(: 


十 K 


换句话说，〜是曲面 5 T 在一点的主曲率 3 %十_ 【 A 是幣数）是 

曲断 5^ E 诙点的主方向 t 而且对应于不同主曲率的主 &向必 定是彼此 
正 交的. 上面的公式还能够进一步写成 


u 十 c 


+ P ■ ( co ^(^3 - fl [ j ) •- sin 2 (^ -知 ）） 




-r b'^ COE 2 (&一 &o) 


a + c 


a - c 


H - b 2 I shi 2 (& -没 a ) 


^■i c:os 2 ( 设一知）十拉 2 - ff 0 ). 


这是邱 4〗 er 公式的一般 情形. 如果取曲面 S 的一阶标架场 { r ； a U ( x 2t 
使得％叱 S 阱面5的主方向，则这样的标架场称为曲时 S 时二 
阶标架场.对于曲面5的二阶标架场{，,嘞 5 叫}, _然有和=(^ 
因此上式成为 


= Ki cos 2 0 -■- k 2 sm 2 &. 
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这就是关于曲面 S 的法曲率的标准的 Euler 公式. J 

例题 T'Zl 求曲面 S 的平行曲而的主曲率、甲均曲率和 Gaij^ 
曲率I ::' 

解设 S 是一个正则参数曲而，它的平均 flf 率是丹， Gauss 曲率 
是八' 主曲韦.足 々鳥 沿曲 W S 在每 -vS 的法线截取长度为 a (常数) 
的线段^其终端描出一-个新的曲酣， 记为& ，称它为与曲而 y 平■行的 
曲面. 我们要计算 曲面又 的平均曲宰:、 Gauss 曲率和主钳率. 

在曲面 5 上取二阶标架坜 { r ; e lT e 2 ， e 3 }, 没相对 分砧是 oj 】 ， 
w：i = °^ w i ^ AW 、 4 于是曲面 S 的第一基本形式是 



第二基本形式是 

n = 十扣 2 ( oj 2 ) 2 . 

根据平行曲面&的定义，它的向径是 

r = r -i-aea- 

对它求微分得到 

d f' — ri t 1 + £ 1 [ 1 在 3 = (d】 + dtjj) 61 + (LtJ.』 + j ^2 . 

因此沿 曲面& 可以取一阶标架扬 {^ h s g 2 j 3 } t 其中 

= c 1 t e 3 = e 2l e ；i ^ e 3 , 

由此得到 

w 3 = u ； 1 + aii ；3 = (1 - a / tijw 1 , 

= W 2 十 = 〔I ” 站 2 )[^' 0 = 0 . 

很 明显， 如果要平行曲 面& 是正则的 ， 则必须假定 a / 丄，丄.在此 

K2 

假定下 , 曲面 5 a 的第一基本形式是 


j ; (^y + ( iJ 2 } 2 = (1 - a %) 2 ^ 1 ) 3 + (1 - aO 2 )' 


而积元射是 
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d& = W J A ij <2 ：= (1 ~ GKi}(l -红吨) ix ； 1 A u / 

=(1 — 2 q.H 4- A Jct /^ A aj ^ r 


对& 3 = ea 求微分得到 


i \ e-s = -H ei + 

= de 3 - oj^ei + u ^ e 2l 


因此 


=^i 


K-[UJ 




«1 -i 

I - — 

1 — an \ 

1 — an 2 


所以 { r ; e l 7 e 2 , e ,} 是曲面乂的二阶标架场,并且该曲面的主曲率是 


1 - aKi 


i - 0 K 2 


乎均曲率是 


■⑷+心) 


1 /^|(1 — aK - a ) + &2(1 — a ^ i ) 

2 (1 —咖.1)(1 — } 


II - aK 

l -2 aN + a 2 K ' 


Gauss 曲率是 


K = 




(1 — a/ci)[l - a 代 2) 1 — 2aH + o?K 


例题 7.22 在曲断 S 的正交参数系下 1 = E ( du ) 2 ^ rG ( dv )\ 证明 
rtti 线 C 的测地曲率％的 Liouville 公式： 


1 d)ogE 


1 dhgG 


Kjf ~ da 2 \/G dv 003 2 ^/E du 
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( i / s)t ( VO)n 
^/G ^ ^ \^E ds 

[^/ E) v a , ( VG)u . . 
' cos G + sin e 

s/EG \/ E 0 


1 d\ogE 

2 Jd ^ 


COB 旮 + 


1 dlogG 
2 \fE ^ 


sia 9 . 


其中 . s 是曲线 C 的弧长参 数,. 0 枭曲线 C 与曲而 S 的 u - rth 线的 

夹角. 

证明假定 （a y ) 是阼面 S 上的正交参数系 3 曲面 5 的第一基本 
形式是 

I = E(du) 3 + G(dv) 2 , 

曲线 C 的参数方程是也= u ( s),v = v ( s ), 其中 s 是曲线 C 的弧长参 
数 .. 设曲线 c 与曲面 s 的心曲线的夹角是&那么在曲面 s 上有一 
阶标架场，使得它的相对分世是 


v / Ed-i 


VCdi ^ 


根据 p . l 第 17 款（或例题 7 . 16 ), 


醬 .令 ; 


并且 






根据例题 7 , 19 ,曲线 C 的测地 曲率％ S 


这就是曲线 C 的测地曲率〜的 Liouvill ^ 公式 ■ 
例題 7 . 23 设曲面 S 的第一基本形式为 



I — ( ch /广 + 4. a ^)[ du ) 2 . 


ST.2 例題译鮮 2 G 7 


求曲线 C : U + /； = (] 的测地曲率， 

解本例可以用 LiouvUk 公式来进 2 行计算，但是计算夹角函数没 
M 然是困姓的， fl2 是公式 〜=& + :心 却力我们提供了计#测地曲 
率的一条途&:设 CS 曲面 S 上的一条曲线，设法在曲面 S 上取一个 
适当的保持曲面定向的一阶标架场 { r ; ot u a 2l Q ^}. 使得它限制在曲 
线 C 上时， CV : 份好是曲线 C 的竽位切向此选样的标锻场在曲线 C7 
的邻域内是容易取 到的. 设这个一阶标架场的相对分 
后 按照结 构方程 dw ] = U/ 2 A duj 2 = a/ L A < ujf = -uij 求出 < 

拫据该一阶标架场的取法，方向角函数 G = 0,所以％ =冗 

Lj a = 0 

首先在阱面 s 上引迸新参数系 (^ n ), 使得曲线 t 1 对应干诙参数 
系下的参数曲线 T ? = d 为此，只要考虑保持曲面定向的参数变换 

? = > 一 # n = > + 冰 
故 


+ ^ U = -S + 7?_ 

曲面 S 的第一基本形式成为 


(d? + dr}) 2 4- (R + 打尸 + a 2 )(-d< + d?j) 2 

(1 + a 2 + (C + Of + 2(1 — # 一 (£ + ” f ) d 胸 

+ (1 + a 2 + ( 聲十 5) 2 ) d ” 2 

ow +( g +#) . b + ; 


<1 - a 2 - (f + rjff 
1 + tt 2 + ^ T )} 2 


、十 叫 ㈣ 叫 + m ” ;2 


1 + a 2 -3- + rf) 2 


s 
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命 


“ I 1 = n/l + % 2 + (^ F 7 j ) 2 d 《 + 


l - or - (g + T ?) 2 
% / i + a . 2 + (e + 77) - 




UJ 


2 


2>/a 2 -f (g + gP 

V'l + a^K+^F 


drj , 


由此可见， t 曲线的方程是 1]= 常数，它们满足微分方程 W = (}. 因 
此，对应的 ■■- 阶标架扬 { r ; a l 5 a 2 l a 3 } 中的向姐叫是4•曲线的切向 
摄.特别是，当该标架场限制在曲线 C 上时 ，叫 是曲线 Ci 17-0 
的切向 fit 所以，要求的曲线 C 的测地_率是 






T7— 0 


如果 假设4 T gdi 诹 


^3 ^ P - 


ds 


ij=0 


因此我们只要求出沐和 
对 d 求外微分得到 


d ? 

d_s 


即可, 


i |=0 


duJ : 


? +7? 


2 


攸 1) A 敁 + 


—2(^ + rj ) 


^/1 + a 2 + (4 + ^) 2 


yT + a 2 + (€ + I ?) 

r + K + " F) s / 

-地 + yp _ (1 - a 2 - (4 + 斤攸 + 7 j ) 
^/i + a 2 + {^ + n ) 2 + y + 


df A 


另外 3 


u/ 1 A 4 4 A w 2 二 p- 


2 x / a 2 + (f + T })' 2 


t /1 + a 2 + (( + ij ) : 


: A dr;, 
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故由结构方程 dw 1 = w 2 A — 得到 

P 1 y - r +^ + e / ( w - ⑼ \ 

2^/a 2 + f2 [yt + P P (v/i + J 

_ 一抑 + P +0) 

_ v^ 3 +、 2 (l + a 2 + e 2 ). 

曲线 C : ?? = (> 的弧长元素是 

㈣ 2 = (u； 1 ) 2 + (u 2 ) 2 = (1 十 a 2 +朽_气 


_ I 

〜 =o _ V ! 十 a 2 + F 1 
由此得到曲线 C ： ^-0 的测地曲率是 

K _ -叩 + y + f ) 

5 iA 2 +? V ( 1 + a2 + £〒 

__2(u- ^)(8 4 - 4a 2 + - up) 

4a 2 + (u - v) 2 y/(4 + 4a 2 + (t* — tj)-} 3 
__ u (2 + a 2 - hti 2 ) 

y/a 2 4 - ti 2 ^/(l + c 2 + ' 


在最后的等号中用到了 = i ; + u = 0，即 — t * = w 的 1 从实. 


例题 T .24 用活动标架和外微分法证明 Gauss-Bonnet 公 式：假 
定 C 是有 向曲 ！ f S 上一条连续可微的简申闭 曲线， 它在曲面 S 上围 
成一个单连通区域！>，并且具有 从蓝域 />诱导的定向. K 是曲面 
的 Gau 货曲率，~ 是® 线 C 的测地曲氣 s 是 ft 线 C 的弧长参数， 


0 < s < L, |[i 


〜 d.s + // /(a ； 1 Aw 2 

f c J Jd 


= 2 ji \ 


证明设是区域 D 上的两个单位正交的切向坫场，构成 
区域^上的一阶标架场（对 T 有边的单连通区域，这祥的标架扬总是 
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存在的)，设是该褅架场的相对分敁，4 是根据结抅方 

程 dw 1 = d A 七 dJ = w 1 A 4 确定的联络瑕式， 0 岛曲线 C 的单 
位切向 M o 与标架向 M e ! 的夹角.则 


^ = 


de 


ds ds ' 


故 


dO = K mQ dii — a /"： 


因为阶 标架场 { Sl ， ed 和曲线 C 的连续可微性，方向角函数 S 在 
每一 as 的邻域内足可微的.又因为曲线 c 的紧致性， r-js 可以取出方 
向角函敎的-个连续分支设 «• 这样 ，& - 石㈣0 < s < L 是一个连 
续可微函数 t 对上式两边取积分得到 

(]0 = &( t ) - 峨= 〜 ds - I 


K -^ d.s — ij dw ] 


+ JJ Klj 1 A^ 2 3 


其中第三个等号用了 SLokes 公式，最后一个等号用 了公式 dW = -K 
W 八，注意到外 0) 必定足 2 tt 的整 数倍， 所以我们耑要证明 
的是该整数为 1 T 

为此 t 在区域 D 的内部取一点 h 以 P 为中心作半径为 e 的测地 
mmc € i 它围成的区域记为 a c 几假定 g 具有从区域诱导的 
定向，那么\ DJ 1 C f - C’ e (其中 .& 指该 [ MI 周与亂周有 
相反的定向).于是将前®的式 f 两边在边界曲线 d ( D \ D £ } = C - C € 
上积分得到 

— / iijf 

e Jc - c ^ 

k 这 d 石 —/ / 

-C 豕 ) 】 /3 \Or 

+ // Kur 1 A u; 2 . 


de 


c t 




J Jd \ lk 
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但是，终端的两个积分明显地4区域 D \ ^^内的一阶敁架场的取法 
充关.设法在区域 I ?\ J ^ 内取一阶榇架场{叫!0£ 2 },使得标架向觉 
m 限制在曲线 C 和 CV 上时分别是曲续的切向 M . 这咩的标架场是 
可以取得到的.实际上，曲线 C 能够连续地形变为曲线 d 固此 可以 
设想有*个¥-参数曲线族了成域 £) \ ■ D 」 它是从曲线 c 到 cv 的 
变分.把其中的变分曲线的切向 tt 记为％,再将它按正定向旋转90。 
得到 M 这样便得到我们所耍的定义在成域 D \ Lh 上的一阶标架场 
{«],%}.此时0三0,而所得的公式仍旧成立，因此只能有 



Ku ； 1 a ij ' 2 _ r ». 


将上面的式子代入前式得到 

(p dd = w d 0\ 

Jc Jc s 

其中 {e l5 e a } 足定义在区域 i? 1： 的任意一个一阶标架场.对干测地 
mmc , 来说,在绕行它-周时其切向 m 方向角的总变差和它的法向 
玷方向角的总变菪足一样的：所以从 S 观I:不难知道> 上式的布端的 
积分是证毕. 

例题 7,2o 试诋 Biicktimd 定理：设 A A 是欧氏空间炉中的两 
张正则曲面.如果存在一个一^对应 a ^ 夂使得连接曲面5上 
的每一点 P 和它的对应点# = 的直线段是曲 w S 和左的长度为 

常数时公切线，并且曲面 S 和左 在点戶和对应点步气_的法线的 
臾铕也是常数， M S, 左必定®具有相同负常曲率的曲 EC 

上述这沖在曲面和 S 之间的一一对应 0- : 5 5所产生的依 
赖两个参数的 s 线族称为伪球线汇，响酣 s 和 § 恰好是该线 r 的包 
络面. 

证明设⑶球线 r 中公切线的长 度足卜 曲® s 和5在对应点的 
法线的灾角是^在酣面 S 上取一阶标架场 {r; e h e 2 . e 3 }, 使得 t 是 
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曲面 S 的向径， ei 是连接点 P 和它的对应点 f = dp ) 的公切线的方 
向向摄，那么曲面5的向径是 

r = r -h lei , 

单位法向址是 

^3 - smr^2 f cosrca ^ 

对 5 的向桮求微分得到 

dr = dr + (d<2i = ^' e\ -。」勿 + 以 。 ^e: ■!- u^es) 

= u / 1 fit + 〔j + -*- tw ^ eg . 

因为 df - h = 0,从上面两式得到 


因此 


sinr (^ - T - lu;'f j 4 I cosru/f = n , 


•> i o , 3 

U)T = — cot TOJ^, 


求上式的外微分， 并且 利用一阶标架场的结构方程得到 

- - I<Lf l P\U 2 = -yL^ 1 Awf - cot ru\ A uj| 

= 〔一 yU； 1 + cat TW!) A iiJ? 


， 2 十 COt Tiijf 


二 - yu^ 1 -h catr^J A (iu/ 2 十 cotrwf ) 

— A a; 2 + cat" A uj^ + -^--(^ 1 A wf -}- ti； 2 A 6j|) 

=+ cot 2 t ， if ) a / Al / 2 , j 

上面缺后一个等号成立的现由足 aw ? + u 2 A4 = dbj s = 0. 比较上 
式两端 W i Ad 前面的系数得到 

—K = ^ 4 - cot 2 r - K\ K - - \ = -4, ：| 

l 2 sin r I 


因此 
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K -- 

f 2 ■ 

因为曲面 S 和及的地修是对称的，因此曲面亏的 Gauss 曲率同样是 
£> sin 2 r 
K = -^2^- 证毕. 

例题 7.26 试证 s 在负常 Ga ，= (k > 0 ) 的曲而的 
-点的邻域内总是存在#数系 (n, vl 使得诙曲 [W 的两个$本形式可 
以表示成 

I ( 應 2 |(dti) 2 + sin a | ㈣ 2 ), 

U =- cos^sin 誉 (( clu ) 2 — ( dv) 2 } t 

其中 P 逛曲面 5_ 在每一点的两个不同的渐近方向之间的夾角，并且 
它满足方程 

<Puu — 'Pvu = ^ 

上述微分方程就是在可积系统理论中著名的 Si^Gordon 方程, 
证明设 S 是欧氏空间五中 Gan ^ 曲_ K 是负常数的曲面. 
很明显，在曲时 S 上处处没有脐点.在曲闹 S 上取正夂的曲率线阿作 
为参数曲线网，因此它的两个基本形式能够写成 

I = j4 2 {dit) 3 + H 2 (dv] 2 f 31 = 4 - Ka B 2 (d^)~ t 

其中 Kl ，是曲面 S 的主曲率. - itltif'ill S 上取__阶标架插 { r； Cl , € 2 , 
^：i} 5 它的相对分撒是 

uj } — AdUi = £? dir , = « 2 及 dtu 

设联络形式是 

-. = — u }\ — pd.tt 十 ^dUj, 

将上式代入结构方程 dd = d A^ : du 2 = d A 4 得到 

dw 3 = — /l t ，dy A du = w 2 A t^2 — pB 如八 dv. 
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diA ：' 1 - A dv = uj x A to 1 ? — (|4 dii A di 1 ： 


因此 


P 






B u 




B 1 13 .4 

对前面的的表达式求外微分，并且用结构办 S 得到 

ikijf = — (Ki A) v dzi A dtr — uif A UJ 2 = —A dv, 
— {K 2 B) 7i du A dw — u. 1 -] A — B u du /\ du 3 

固此 Coda ^ i 方程是 


! l K l — Kj ) A-n + (N ) ； /j4 = 0 T (j^2 _ ~ (R2)u ■ 乃； 0, 

设 K = K1K2 — — k 2 % & = 常数 > 0,则可以假定 

tp 

Ki — fc tan —^ = — A : cot — f 

2 2 


那么 


f sp if' 

Ki — s ，2 — k [^tari ^ 十 cot — 


k 


sin ? _ ? 


将上式代入 CotLiz ^ i 方程得到 


( log A) v = ( logcos . 写 ） T ( logB ]« = (log sin |) tp 


因此 


A = eos ^ * « B — sin ™ - b ( v }‘ 


怍参数变换 


u 


v = k 咖 } dt 、 


并且把新自变 tt 5 j 仍旧记成则曲面 S 的两个基本形式成为 




* ( cos 2 '^( duf - ts \ n 2 专 ㈣ 
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1 = k C0S 2 S1U f (( du 尸一 〔 dt ’〉' 

其中 fp & U . V 的函数，记 

此时，曲面的渐近方向是 dw = 土 dv , 即 ( du , dv ) = (1’1〕和 ( Jti , 6 v ) 
(1,»1).假设它们之间的夹角是也则 

+ B 2 dvSv 


cos yj 


^{du^^BHdv)^ yj\^{du} 2 + B^[5vf 

=COS 


Wf - 血 2 


故函数 F 恰好是曲面 s 在每一点的两 t 不同的浙近方向的夹角，此 
时联络形式是 


— — -(if v d'u + ip u dv)! 


同时 


u?f — siti ^- ch ^ 




^2 


⑺心， 

2 


容易验证，在曲面 s ' 的上述参数系 r ， codMd 方程是自动成立的, 
而 Gauss 方程成为 


duj 


f = -((^TiTt - ^W.)cLu A dr ■ = sin-^ cos A tk?: 


2 


2 2 


即 


¥>nu _ ^pvr = Slftp 


证毕, 


§7.3 习题 

7.1. 写出二阶协变张 ft 空间 C { V , V ; 0£) - VI V 的基底,以及 
其中的成员/ e c ( v , v - m ) 的坐标变换规律- 
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-: :----- ^ 1 ——- 

7,2,写出一阶反协变、一阶协变张 M 空间 £( K % y ； lR ] - V ® V - 
的基底 ， 以及其中的成员/ e C ( V \ V ： R ) 的坐标变换规律 I 

设 V 是 n 维向 M 空间.证明； qv : v ) (从 V 到 V 的线性 
映射的全体所构成的集合）是一个向姑空间，井且它与一阶反协变、 
一阶协变张 tt 的空间 C ( V \ V ： R ) 是线性同构的. 

7.4 「设 V 是 n 维向址 空间.证明： AV ； V ; V ) ( 从 V x V 到 V 的 
二重线性映射的全体所构成的集合） M —个向 M 空间，并 R 它与一阶 
反协变、二阶协变张 M 的空间 C ( V \ V , V : R }^ V ® V ^^ V - 是线性同 
构的， I 

7-5 ■设^ } 是向量空间 1 T 的一个基底， 证明： 1 S 
iu … Sn 是线性无关的 ■ 

7.6, 假定/是向量空间 V 上的三重线性函数，根据反对称化算 
的定 义写出 { A 3 (f )) lx u x 2, x 2 ) 的表达式，其中 xnW V ， 

7 J . 假定 / € C V ' g ^ V % 写出 { A 3 ( f ^ g ))[ x u x2rx 3 } 的表达 

7.8. S/€ A r 证明； J 

/ ' Y ' — |— 容 ) ■ 

{j A g)f\h= f J\(g Ah) = - ~~ ： A r+ ^ +t (/ ® ■(? ® 九 ) 「 

7.9, 设 /, 系 h e V \ 用张姑积表示三次外形式 f AgAh 

7」10. 设 K } ：] &向 M 空间 r 的一个基底，证明：士 ~ ■ Ae f % 1< 
it ir < n 是线性无关的 * 

7. IL 假定是向 i ] t 空间 V 的对偶向世空间 V - 中的元素- 
化简下面的表达式： 1 

(l)(2e ] - + 3e 3 } A (e~ A e 3 + e 3 A e l + e 1 A e^ : ); 1 

⑺ ㈤ 1 - 3e 2 -H 2e^) A {^e l + 2e 2 -h 3e 3 ) A (4c 1 - e 2 + Se 3 ), j 

7,12. 假定 A 是字母之间的外租运算，化简下列外多项式： 

(1)(3,ti + 厂啤）八(― 2a；i ^ 3x2 4々)； 


盯. 3 习苟 m 


(2)(2 afi + ^ i 3 ) A (~ x } - 3 x 2 + A {^j + 4^； v ). 

7.13 ■设 pw 3 } 遐向 M 空间1/=誓的基底* PW 3 } 是对 
偶向 ft 空间 V * 中的对偶基底. 

(1) 设有基 底变换 /* = l < i <3, dct ( al ) + 

是对应的对偶基底，求 e 1 A e 2 八 e 3 和尸 A 尸 A 戶之间的关系； 

(2) 证明 ？ e 1 Ae 4 A ^ = Ac ^) + e 2 ® [ e 3 Af ^ 1 ) + Ae 2 ). 

7 H.lSt { eW 3 } 是三维向傲空间的基底， 若有 

3 

y % — i < ^ < 3, 


证明: 


a\ af a? 

I； 1 A y 2 Ay [t, = o| ^ e l A A e 3 . 

4 a 〗 w 


7.15 .设 {《} 是 n 维向 M 空问 V " 的 基隳， 若有 


n 

y ' = l < i < n , 

j=l 


证明： 

y ] A ► ■ ■ A 3/ w = detfa^Je 1 A - - * A e n . 


7.16. 设 / = e 2 八 d 6 e 3 A e l -\-c e l A e 2 , 其中 a, 卜 c: 是不金为 
本的实数> 试把二次外形式/表示成两个一次形式的外积. 

7.17. : •设 M 是三维光滑流形，队⑷是 M 的一个坐标卡，相应 
的同部坐标系® ( t/;n z )- 假定7 : (- V ) ^ U S U 巾的一条光滑 
曲线，其坐标表达式是 


7(0 = (3i, cost, t 2 - 1J« 
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ST .3 习題 27*} 


办 d d 

求切向玷 v ( t ) 用 u 上的「]然基底向 m m 线性表示的表 

适式. 1 

设三维光滑流形 M 在坐标卡 (K 4给出的局部坐标系 0 > T :A 

下有光滑曲线 7 的参数方程 

w 〔 tW ) =( a « 1 W ^ ^ E (0 1 j 

;【 t 2 - 1’ \^ sint T sin 2 t ): —tt <t < n . 

设 f 、 g £ C ， M ) 在 U 上的限制分别是 


g ip 


={u 1 ) 2 + (u 4 f + (if ：i ) 2 ： g 。屮 1 = u^-u 




求 (■)/, hW 明 /, (部 ( Y_)s 和 lYWH/yffh : 

7.19, 匕知坐 标邻域 (hi/ 、 4 上的一次微分式 a. ; i / 如 + 冲 / + 
xdz, 3 = yzdx 4- xzdyn - 吻仏求 d(ft A 5)^ 

7.20, 设 p = y^d^ + <-b f 0 - sia.3dx + cOS zdy, Tf = d^+sdz , 计剪 

(1) 皆 /V 也 V? A V t 7} 吨 (2) d 鹌她 rf” ‘ 

7.21, 已知 


UJ 


1 T 1 . , 

r a z/ dtr ? 八 a tJ + = 0, 

lr _ - -*™ 


? J 


求证: 


TJ 




h 十 ㈣ + dx' A A d^ f 


^<3： k=1 


dx k dx i 


化简， 


7.22. ia l . fj 是两个光滑函数,利用外微分•的运算法则轉下列各式 

■ 

(1) d(fdg - hffdf ); (2) d ((/ - ^)( d / + d | r))t ⑶ d {\ Jdg \ A ( ㈣ /)); 
(4) d { gdf ) - d { Jdg }] (5) d ((/ + g)(df + ds )]- ■ 1 


7 」 23. 假定 n s 是％ iv.i/ 的光滑函数， iiE 明 : 


d:r A di/ A dz = 


行 ( m ) 


d/j A dr. p A <J iL'. 


7 」 24. 求 n - 1 次外微分式 A f® 得扣 =dr 1 /\ da: 2 A ■ - ■ A df. 
7 以■设 UM ) 是 f 中的柱坐标系，即 


x — pcoe 0, y = pshi& t ^ = i. 


(1) 求相应的自然标架场 i 

(2) 轉 < kr 尋 <iy + dy /Vds + 心八 dz r da : A dy A ds 用柱坐标系表示 
出来； 

(3) 求通过柱坐标系在 f \ {(0,0,0 - ^ ^ 中建立的单位正交标 

架场，并且求它的相对分 

7观设 D 是肌，平面，命映射 a : D ^ R ' J 定义如下： 

2 tc 2 v 1 — u 2 — i ? 2 

；l： = i + li 2 + U” ；l； " 1 + M + v 2 T f 1 + U 2 +〆 

假定 其 

u} = rrda ： + yd^ 4 - zdz 7 

^ = : tdy /\ dz 十 ifdz A d : r . ~h zeIt A d ^ r . 

彝 ( i ) (2} (3) < J *{^ A i )\ (4) tT *( dw ); 〔5) fT ' ㈣ ) ■ 

7.27+ gC 是 G 邛平面上以 O 为岡心、以 K 为半径的圆周，在 K 3 
中以 G 为底的直国柱面以外的点集 O = {( x , Vt z ) e \^: x 2 + y £ > R ^} 
上引进如下的参数系（/> : 象利，使得 


H ： =(R + fj €OKl/；} C ： f>S 

y = [R + p cos sin 9, 

Z =psmp s p > 0 fc - — < V ； < —, —7T < t? < TV, 
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址明： 寒数系 （ PA 利给出的参数曲线网是正交曲线网、在 U 上建立 
单位正交标架场 什: e 1: e 2! e ； j } T 使得分别是 P ■曲线、仏曲 
线 I +曲线的切向 M , 求这个标架场的相对分觉 . 

7.28 .设/是定义在 R 3 上的连续可微函数，命 


ei =-^ (^^ 11 /) li ~ cos/) T 
^2 

e 2 =—(siii/ 7 -l T -cos/), 
£3 - [-cos/,0,-siii/), 


验证是] R 3 中的单位正交标架场，并且求它的相对 
分量, 

了如.设 {rW) ; r lT an} 是曲 05 S T 上的 自然际架场 3 命％ 『 
r 3 = g ‘ (9, 是度 M 矩阵 {^) 的逆矩阵，满足条件 9^ - 
设 


l^ 1 = du ] . ui 1 — dw' u;。 = 0! 

W = ％ 7 = 丄 2 ， 

其中是关干度 M 矩阵 Um) 的 Christolfel 记号 t 诋明: 

(1) d 私芦 =+ 

(2) 命 Wqji = — 财#■则 

du^.3 A = - 每 i ?。 郎 df Adw J ; 


^)dg^=-g^-g^. 

7.亂设曲菌的第一基本形式给定如下，求该曲面上 关于-个一阶 

标架场的相对分 M 和 Gauss 曲率尺： 

⑴ I = i((du) 2 H- (dt;) 2 ), v > 0; 

(du) 2 - 如 dudu + 4u(dt') 2 
4( u — v 2 ) 5 


( 2)1 


> 


. 2 . 
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(3) 1 = ( du ) 2 + 2 cosifdudv + ( ch /) 2 ， 其中■^是 的连续可微 
函数； 

(4) I - ( F ( u ) + G ( v))({duf + l6vp ). 

7-31, 在旋转曲面 

r ( u , ti ) = (ij coav . u « iru' t g ( u )) 

上建立一阶标 架垓， 并计算它的相对分世 
7.32. 巳知曲面 S 的两个棊本形式分别为 

I = ( a " 5 + 2 v 2 )[ du ) 2 + 4 i£tfdtidw + ( a 2 4- 2^ 2 )( dv ) i 1 

„ 2a , T 

U - - ^ ^ „ dtidu , 

Vo 2 + 2{ n 2 + V 2 } 

求该曲面上一个一阶标架场的相对分姑痄且验证它们适合第 
二组结构方程. 

7：^ 设曲面 S 的第一基本形式是 

I = ( du )^ -{- 2 oos^Mudv + (加) 2 ， 

其中 P 是^曲线和线的夹角.试求 ， 

(1) &曲线和1>曲线的测地曲率； 

(2) u - 曲线和 iHft 线的二等分角轨线的测地曲幕 

7.34. 设曲面 S 的第一基本形式是 

1= ^(( du) 2 -\- ( dv ) 2 }, 

求曲线^ - fcu + & <々,&是常数） 的测 地曲率_ 

7.35, 设曲线 C 是欧氏空间#中的一条 《 J 线，其曲率处处不是 
零以 | Hf 线 f : 上每一点为中心在曲线的法平面内作半径为 a 的圆周 3 
这些圆周生成一个 曲面， 成为11绕曲线 C f 的管状曲面，记为试在 
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管状曲面&上建立一个一阶标架场，写出曲面又的第一基:▲形式和 
第二棊本形式，并且求管状曲面&的主方向和主曲率- 

m 假定 V 5 是 Sint - Gordon 方程^ ut _ =咖沪的一个解、 
并且是一个任意给定的正常数 t 址明；在欧 K 空间 R 3 中必定有一 
个负常 Gaun s 曲率 K = k 2 的 rttfM ， 使得 P 是该曲面在每一点的渐 
近方向的夹角， 


习题答案或提示 


第二章 


2.2. r 


2 .L v = ( r ^ - risii ] 0 t r — a cos 9). 

ac cos i acsint 、 __ 

或用 Viff 极坐标乐 ( r , d ) 表示为 

, ac ' 

2 H = (3, | + A ^ a ), A 是切线上的参数. 

2-4. 把点 p 的向径记为 r 0 T 则 麵 = { v - mf ； 函数_在 
* o € ( a . b ) 处达到极值的必要条件是 p »0. 

不妨设 p 为雖雜，直线，为:，■-轴】曲线 .C 在上半平面. 
若记 曲线 C 的方程 M r = [ x { t ). y(f ))- 则题设假定是 gW 3 4并且等 
号只在 i = 时成立， 

2.(3. 题设条件是 r ^ t ) ^ a ^ 0. 

2.7. (IJv^Se-e- 1 )； ⑺ bg 1 二如 ^ 


2 


1 — fciintu 

⑷一 log cos t \ (5 )xa + 

ha z 


(3}v"2 ( t 0 


k ) 


Icos^lslu^-i (: 

3 {> ， 


2 t 


2 t 3 


2 . 8 . (1)q 

{2：0[ \ I + 2 t 3 f 1 + 2 f 21 I + 2 t 2 

2.9. f = -1 或 i = -2. 

2 JO , (l)v^~-i-~^siuh — , (2)k ： 


fr 




r 


a 


A 3 t 2 \ 

2n ^{j +i 2^- 6 y 

2,12. 曲线时单位切向址是 a ： 


{d 2 + U^)x 2 ' (^ 2 -h b 2 )x 2 


2 + 3t 2 

位切向 m 是它 fn 的内积 是 #. 


2,2^.：^"], ft : 线的单 


2 S 4 习题答案或提尕 


2J3. {1)k 


(2)k 


= a { t 2 + ])2 ； 
a^/b 2 +a a (l - cost) 2 

/(& 2 +2fl 2 (l - cos；) 2 ) 3 


C3)« 


、， 25sm2r 25 sin 2f 
2-14. fl)(f?sini)ar - (hnKit}y + az = uhL 

2.15. k = r = i 、- 


■[ a 2 (l — cosf} 2 ' 


- ay - cibz = 2ah, 




-r 4 尤 + ?/ — S = 9. 


2.17. r - (cos^?, sim v 4 ' cos^ n 


2\/3 


T = 0, 


2,18. r - (a(cos 2 v + 1 )^.sin 如丨 ㈣ ， ^ r = ^ f 

2 J 9. 直接计算浚曲线的单位切向 M « 和次法紐 7j 并且求它们 


的和 ■ 


2.2 CI 此题说明 曲率不 为芩是 ! Wt 标架场存在的必要 条件. 


2.2 L 设曲线的参数方程是 r = r(^u F 是曲线的法甲面方程是 
(X r _， r »0. 傕定法平面绘过_点是坐标原氣则处处有 
r 〔 s). r f [s) — 0* 

2-22 -设圓螺旋线的旋转轴是 ^- Sif s F 足-既燃旋线的方裎是^ = 
卜 cos / 1 fj sii ] , M ). 设固定平 jiff ■是 Oxy 平 面， 则所求轨迹证 n[coW + 

t sin O' y ^ a [sin t — t (imt) ‘ 

T 2 

2.23. k^\r\. f ^ . 

K 

2/24. k = K , f =——. 

r 

2.25. 设曲 线的参数方程是 r • r ⑻， 于是曲线的密切平面方程是 
(X - r ( s ))-^) = ( X 槪定密切平面经过的点是坐标原点，则处处有 
r ( s }- - f ( s ) = 0. 对它求导- 

2/26. 题设条件是 Q > b = 0,求导得到 ^ t = 0. 假定处处有 
k 〆 0:故 .3. = a 再求导得到 （― ko + t 7 ) b = o , 因此必须有 t = o . 



2-29. 注意到4来必是弧长参数，所以要 ffl —般参数 f 下 FV ^^ t 相 
架的求导 公式. ： s 


… sm t 

2,33 ■对 q • e ) 求导， j 

2.34, 若有常向键 o ■使 = 常数，则 《 可以表示成 a = A « + / i Tj 
其中 A 卞是常数，对 , a ■ c 求导.反过来 s ^ k：t = c 是常数，证明 
a = a ： + C7 是常向世. 

2-3 S . 题设条件是 0 a = Q , 其中 a 是固定平面的法向: t . 

H f 而&有固定方向的茶件是 & X f ; 0, 由此 

得到 —fC — TK J — 0. 

2 37. 设 t = f »(私则 Frenet 公式成为 


其中 A 


是常数+取初始标架向 tt 为 





2 m 习超答宏或提示 


A 


WTTW 

解上面的微分方程组，得到 


vT ^ V ^ 




A sin(vm^ €Os(y/l -hXH) 
%/l + 入 2. ? + 乂』 + >2 


所求的曲线方程是 


r ⑷: I a 


fi '(^') d r s ) (, U . 


2.38. ( J )^ 


{2 k 


[: m 


5 i [ r +^ F， 

4n a 

沪十 2^Y' 


2{ a 2 + f 2 }' 

2,39. 分别求吨）和 r -. i - u ) 的曲率和挠帛 , 发现它们的曲率和挠率 
分别是相间的常数，实际上,所 1 经历的刚体运动的矩阵足 


t + hir: i 


2< m / 


~2 ° 


参数的对应 S w 


73 


㊇ 


.1 孤 


V 2 

2 




2 cost 
2 sin ./ 


t'osh a. 
ftinli u 


+ i 


参数的 对应足 i = L 


习辟答案或浞示 2 H 1 


2,41 .： -^(t) cos i, 

2 」 42 . 假定 对称平 _ W 为 G ; i:y T _ 面， 刚 吋 设曲线 C 的参数方程％ 
_r = O ㈤ , y/ ㈤ j ㈤ V ffi 线的参数方程为 r - = { x ( j ^ p ( s \ - z ( s )). 

2.43. r [” K 〕W = (O) — 勅 ㈤ + 况 ㈤ — 叫⑷ TCn(s)) 

Pi^) + «(^) + t 6« 飾 7 ⑷: 

2,44 设 , 

« 十 " 0 W ) + - (-") t («) = 


T \ K 


iE0 ^ f - 


+ UU 


是常数. 


2.45. 假定40 =二 4 

K> 


则心 


2,46, cosZ(7- 7 ； 


..， .： …■” 州 1+ 〜）十〜 

+ c 2 h 2 t 2 H- (w- h Ch wi -h cW 
2 A 7,. k = - - - —— - —. 

^/{ i + ^ y d 

^ AO _ y/d^r^ -r + (k — cr f + c 2 kt 2 ) 2 

HfSl fir — t ^ nT^Tm. - 

y(i + {^ T 2 戸 

2.49 .设 f ⑷； AA 且 晰' 此时 a 絲 ‘ f 的孤投.求 
« 5 并将 a .^7 怍内积，然后对&求导 - T n^J 7作内积< 


2 AS , n 


2.5(1, 设甜线 C\ 的参数方程是 r+s}, s 是孤长参数 t 设曲线 G 的 
参数方程是 r 2 ($ h 曲线 Ci , C 2 fc 有相同参数占的点是对应点，因此沒 
未必是曲线 c 3 的弧长#数.⑴求叫 ㈤ ， . a 士）关]_、的导数,再利 
用条件 = e 触) T 此处？ = ±1，⑵设 叫冰坤 )所夹定角为 
0. 则可设: tx ^ ofiC.y + biu 07[(4 故72 M =如⑷ X 点 2( s ) = 
^ (- sin Ocu^ (a) -f cos ^7 X {^J}, 

2.51 .求^或々，以及 5 然后对 ir 求导. 

ds 

2.52-取入=则 Ak . + fir = 1 T 故巳知曲线 C\r = r[s) 
迠 Bem . and 曲线，其中&是弧长参数-它的曲率中心构成的曲线是 


2 Sfi 


題答爱或提示 


C ： Hs )^ r ( s )^ -齡 注葸 s 未必是 C 的弧 K ：. 计算 C 的曲率和 
挠率 . 心 I 


153,求的_率和挠率得到 A 


ar + bt % 


+ f>K 


-取 


，& =-， 则有又 k +奸= U 故 h ㈤ 是 Bertrand 曲线. 

T 


2.54. k 


/ ( kV - KT f ) 2 
/ 十 （0 十 r 2)3 】 

1 ( k!t - KT f 

, - arc tan . , 

fi 2 H- r 3 \ v/(k 2 H- r 2 ) 3 


2.55. k 




arctan 


3 


2.56 - ( l ) r(O = / c (£) a { i ) d ^ 这里 c ⑴是任意的连续可微函数. 

Jfco 

(2) 设 a = » Vi -—) ，取办）= i 3 & = A 则 

r ( t ) = { t 2 sin 暴, - r 2 (eoe ^ - 1 ) 5 y /%— r 2 t ), 若取 c (£) = cos 清读 
者自己写出 r ( f ), J 

2.57. ( l ) r { t ) = j c ( i )(7( t ) ^ YW ) 牝这里 c (*} 是任意的连续可 

微函数， (2} 参考习 A 3.56(2) 的提示， 1 

2.58 . 设圆 螺旋线 的袖是2-轴，它的方程是 


r ⑻= (acos - z^Bin - . - ; 

\ Vo 2 + fc 2 V a 2 + b 2 ^/ a 2 -\- 


其渐伸线是 


” \ ( s a ( c - s ) , s 

小 ) 謂 s m 


asia 


3 a(c — s ) a cb 

V^TF + 005 7^TF r 


习题答发或提舌 ' 2 S 9 


圆螺旋线在平面 ^ 上的投影是圆周 

/ s s cb \ 

V c °" ^/^TP , T^TPj 1 

値得注慂的是，此时〃不是弧 K 参数.求这条投影曲线的渐仲线. 

, t ah 

2,59. (1 ) k 7 - ™ , — 

y ( a 3 sin 2 1 + IP cos 2 1) 3 

fa 2 - b 2 3 a - — b 2 , 3 \ 

f -- co 3 ki t f — — -■ —— sitr t \; 


(£)«r 


、/{ cr 2 sinh " t -h b - cosli ^ i ] ; 




(3 j^ r ™ 

(4 )^ r = 
{5) K r = 


ToTmW 1 

i 

2\/2a^/l — cos t 


■4 ci a t 3 , 


1 十 6 a 2 t 2 


1 十 sill f-) ，一 a(l — cos f)): 


crosh .^ f 


,[t — sinh t cosh t , 2 coshi ) 


(fi)^ r = - (a sec t , a log(sec t -I- tan i)). 

a tan £ 


2.60. K r (: r ) < 0： Vx £ ( a , j ： a }- « r ( a :) > 0, Yx € ( xq ， b ). 
… .. PQ{Q, + Py}-Q 2 P,-P 2 Qy 

^ ! D 1 + - J — r ■ 

2 似〜 = 垃 — 钟 ^ 斤叫 + 爽少此 

… r 一 ^(H + ^) 3 ’ 

2 63- ( l )( log(s + VI + 5 2 ), VI + - S 3 ); 


2/i2, k 7 


1 + s 


^-(cos log(l + s) + sin log(l 十 ■■?]) 

j 

(sin log(l + ^) — cos log(l 4- s ))\, 


(3)( -t^Vl - 十觀叫 : 
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2別, （1)(_s 备 Usm^asin^ + 

(2) (吨 + siac 如孚 抑七 cos ^ ^ ccos 2 )'' 

Y c - sinliJ ? csinha: + 1 \ 

(3) 1 z + ~ CQ ^ X - coshx )' 


第三章 

3j _ 半极为 A : 的球面 s it - 曲线和 u - 曲线都 是画周 ， w . ftll 线是连 ' 

镇' &曲线是纬线. ] 

3.2. (!) 平面， U - 曲线和&曲线都是直线； 

( 2 ) 圆柱而， ii - ftll 线是闕 周，^曲线是与^轴平行的直线： 

( 3 ) 画柱而，线是圆摞旋线， & rtft 线是与袖平行的 

直线 i 

(4) 柱面_❿曲线是平而曲线> 落在与 > 轴垂直的平面内， 

V - 曲线是与 >轴 T 行的直线 i 

( 5 ) 正螺旋面，曲线是与 >轴垂直的茛线 ， 曲线撤 

旋线； 

(6) 双曲抛物面 + u - 曲线和心曲线都是直线^ 

(7) 球商 3 〜曲线和 w 曲线都逯圆周 i 
⑻椭球面， " U - 曲线和曲线都是椭圆， 

3A 设圆缧旋线为 r = ( acast , asint , fct ), 则所求的曲面是冰 17 ) = 
((a +^) cosfj(a + ' y ) smt,bth 这是一个正螺旋面- 

3.4. r — (. 石 T — ,0^ + ^(^1 一 ^ 1)* 

3.5 . 设点巧的位 a 向 M 是 & J 则所求的曲面是 

r ( 入 ，綷卜 n + A(m) + 咖 -n) + Mn + n - rm). 
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3,6. r = ( o.(l + cos 2?；) ; ^ sin 2 y , ^ 7/) n k 


+ 亡 2 


2 b 

4 tt 2 + P ■ 


3.7. r 

3 cos# 


1 」■ costi. ft siti^^sin 


^/5 + 3 cos 3 
2/(1 + cos 2 |) 3 


5 + Scos 2 f ^ 

3.8,（ I ) 螺旋面 ， 2 = / (arctan 

(2) r = (ucosr 4 - tsmu /'( u) t usm l ? - U ：^ vf r [ v ), f [ v ) + tu ), 
其中 ^ 是任意指定的常数，曲面的参数是 
3 及⑴旋转而 ， s = /( i /^ TF ); 

(2) z = coLti - ^/ x - 4- y 2 . 


: ua 充分性，假定正则参数曲面的切 T •面 都经过 点 a 在曲断 
. V 上任意取定一点 P ), 由点 p 和曲面5在点 g 的法线张成的 T - 面 
n 4 曲面 s 相交成曲线 c . 要 iiEPjj : 曲线 c ; 任意一点 j 和点 P 
的连线 m 曲线 c 在点 f ? 的切 线.艰据例题2怎 mmmc - jk ^ k ^ 
P 的直线了战曲面 A 由经过点 P 的一些直线组成的， 

3-11 ■经过曲面上点 ( u , v ^~) 的切 f - 面与 三根轴的交点分别是 

\ tlV J 

(3^0,0), (0 ? 3 i ; T 0 )fn ( o , 0 T . 诙四面体的体积是 

3 12 - 该切平而经过点切平輒的方程是乜-計; 
- 6. j 


3,13. ⑴ + 

⑶ 经计算 拇知及 =以 5 F = 0 1 G = 2. 曲线 C 的切向址可 
以表示成祝 ( I ^ J ^ 

3*14. x = k (3 — costi ), y = 2 k tan ^ sin 2 ^ f 
3.15. (l)(du) 2 + (u 2 + f^[v))(dv) 2 : 

(2) (1 十 /' 2 ( ti ))( dw )^ + 2 a / , ( ti ) d ^ iit 7 + (u 2 + o 2 )( dw ) 2 ； 

(3) £ = ir + g 2 sin 2 IM - 4 ii 2 ( pcos 3 v + qshi 2 v ) 2 , F = 
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f ⑺ sin &( sj ) 

\ —Asin A cos 


其中 A = 土1.再利用 可积条 件证明 & {^ t ) =常数. 

道 “ / VZ 5 S +@ d ^ , ^ ^ 


3_ 25 ■与心曲线正交的曲线 v = vt ) + \/2 tati ( v /2 (w -叫])) : 与 v - 曲 
线正父的曲线 v =如+ / c(u — uo ). 

3別-直接计算得到 I =〔加)〗+ jy + k 2) ㈣ 、 

m {pp- EQ)du + (GP — FQJdw 二 U 

t 

3.2 S . i ; = ^ -f tam 

3.29. A = 

3 

■jj _ 

3.30. (1 )w — ^[j ±. log tan - ； (2 )v = ± \/2 Iog(w + ^/ u 2 + 1)* 

3 31 先求这两个曲面的第一基本形式 ， 将它们 化_%等温参数 T 的 
® 式， 然拉 求酣面之间的保长对应 u = S ， v 匕 a sinh £. 

13之先对已知曲面作参数变换 f = 0= 求它的第 

一基本 形式. 再设旋转面的参数方程为 （/ ⑻ co « t ,/ ㈤ sint , 抑))，将 
它们的第一基本形式相对照，得到/(巧= 2^^ JTb ^ y 儀； 

2^ log( y/o 2 co^ 2 B ^ ^ — a oos^)i 

I 33 t 设平面的第一基本形式为 I = ( dti ) 3 十 ( civ ) 2 , 并且假定有变 
换以 =^ v(s,t) 使得 (duf + (dtl) 2 =i [dsf + (dt) 2 . 展开后 
得到 

f du \\ f dv Y , f du、 2 (Qv\ 2 

W + W =1> [mj ^(dij =lj 

dudu dv dv 

Tsai ^ r s Tt =0 ' 

于是可以假设 


'ii(q - p) sin v cos v ((分 + p) 4 - 4 u 2 (pcos 2 u 5sin 2 .1:)): G ; u 2 (p ? sin^ v 4- 

q 2 cos 2 v + 4(<? — p)^u^ sin 3 v cos 2 u). 

” 4 ( ㈣ 2 + (dv) 2 ) 

(!+d 十砰、 

347. I = [drf + r^dOf, L = 

他） 


CQSip = 


r 0 


yV 2 ㈣ + r 2 (^ a ) 

3 h 18, ^ (Vl + k 7 t^/l + (1 十 k 2 ) t 2 + log (，\/l . k ’ H + 

^/i + a + fc 2 )^)). G 

-Q + 抑一 PR 


3,19. 假设 0, 则这两个切方向适 dw : du 
5 u : Sv = 


Q-^Q 2 -PR 


P 


P 


3 . 20 , cos^i 


cos 82 


COSXKj 


^/l + cos^ Wo ‘ \/l + cos 2 ii[} 

3.21. (1) 在点 〔 n,tO = ( M ) 的两个切方向是 ( du ,^ v ) = (1,-1), 


(^^) = (1,!), 夹角余弦是 


a 


2 


1 + a 2 


(2) 在顶点 (u 7 v) = (0,0> 的两边的切方向是 (du^dv) - (0,1) 3 
= (0,1), 所夹内角余弦是 cos^i = 1：在 M 点 (n, igj ) - (a, I ) 
的两边的切方向趋 ( du ^ v ) = (- 2 ^- 1 ), 所:餅 

角 余弦是 cos$ 2 - 在顶点 ^v) = 的切方向是 

- 

(dii,dw) = (2a.-1), 断夾内角余弦是 cos 知 —f .三 


条边长是。 / V + + Id?;, a /' \^ A + 4 u^ + Id v. 2 a. 

Jo Jo 

(3) a 2 [|-~ 


+ iog(i -f- V5) 


3.22. 曲线 w = 奴从 u = 0 到 u 的弧投是 sinh^H 

3.23. = r(s) + (t?- 占 )〆 (外 I = (t ； - s) 2 K 2 (ds) 2 + (du) 2 , 

3.24. Mvi 4- Fdu — 0； Fdu = 0, 



加 l 5.s fs ar 
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3.35. 取曲面的参数方程为 

+ g + log ， 


cos ■usin y ). 所求变换为 


v s vm?+r 

3.36, 设正镙旋面的方程晶 r = ( ucosi _, wsint >», 其第一基本形 
式 Ji I = (duf + ( u 2 -h b 2 )( dv )^ 申位法向 M 是 


n = . - sin t ', , f cost ' = I , 

\ + b 2 \/ u 2 + \/^ 2 + 6^ / 

所诱导的球爾第一基本形式为 i = 7^^ m 2 + 

3.： J 7, (1) 是；⑺是； (3) 不是；⑷不是. 

3.38 - ( I )证明它不含有任何直线； （2) 是*锥面 ■ 

3.39. 曲面的参数方程可以写成 

r = ( f t uv — — 2 ti f> ) = (0 t — u'\ — + ti ( l , i /, ti 4 }. 


3,40. t' utj = 0 表历 与 u 无关 t 故可设 = a ( ii ). X 0 = r uu = 

因此 a ( u ) - ao (常向量 >,f = ua(j 十 

3+41 用 可展曲面判别条件,证明曲面 r 〔 s ) + A /3 ㈤ , r ( s ) + A 7( s ) 
都不是可展曲面. 

3.42. 设所求曲而为 

t = t [ s ) + A ( cos 0( s )/3( s ) 十 sine ( s )7(5 )) t 

确定函数以4使曲面成为可展曲面- 

3.43. 直母线方向向 ft 是 cos(c - s 卿)+ sin ( c - sh ㈤ 

3.44 -设 ffi 线 (7 的参数方程 S r { s ). s 是弧长参数 3 直纹而 S 的 

直母线方向向 MS f ⑷，并盅 i ㈤ 丄 r r ( s )， |/ W | - I - 命生匕 

证明 t ( r f U ) ( i ( s ) f r ( 5 ))- 
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m 单参数 TW 族的持征线是直线，若它有包络® s •，则 5与族 
中 1 FW 必定沿持征线相切.换 言之， 直纹面^沿 1 C 母线的切平面'不变+ 

3.46* ( sf - X )^= 2 xz y 或 r = (2 A f 1 - 2 aX , a 2 X ). 

,1.47, r — (- ii , + Vj V ^ -f 2 帥 ， V + 3- w 3 i . f ), 

3.48, Sar 2 + [2 y — s ) 2 = 5* 

3.49. 该单参数 f - 面族是 c ^ a : 十 ay - z - rv ;5 二 <〕. 包洛面是 r = 
(2w 4 - tj, — 2uv. —is.'u}^ 

^.50. 假 定曲线 c 的参数方程是 中)•沒 为弧长参数 ， -imim 
S 的直母线方向向童是取 }, 并且 i ㈤ 丄 r f ( s ), | i ( sj |= I ,于是， 
_{ rVM ⑷,〆㈤X l { s )} 构成沿 I ti [线 c 的单位正交 可展曲 w 
兮的直母线方向向 a iu ) 可以表示成 

i ( j ) = cos $( s ) l ($) + x i (£), 

利用可展曲面的判别条件证明巧 4 = 常数， 


第 ® 章 


4丄 ⑴I 


⑵ U 


⑶ n 


(4)1 


(5) a 


\Jo? cos 2 ip - I - b 2 sin 3 ip 

h. V , ( du f + 


{( d ^)~ - cos 2 


(dy 产: 


十 Vi 十山， 

-- - ^ a , . , _ 

V3J+20+W > 

- 广 r (t ㈣ 、 

V ^ TrW ) v / ^+7^ M l 


⑹ m = 加咖 H c r”W (， 是切线上点的嶋 


+ 3 cos 2 夸 
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⑺ n 


v 2 -s- 2 k 2 

7§ PT 4 p 


m 


2 


ik 


V2v 2 十 4F 


d - udi ?. 


L2. THl + r^)(dxf + 2f T f u ^xdy ff)(dy) 


■ 2 , 


11 


4 J 3. {1) U - 


i / l+f + A 2 

4 


{ f ^ idx } 2 + 2/^ dj ; dj /+ /^( dy ) 2 ) 


(cos2M?(du- K ： sin 2-y(dy)'), 其中 2 = 


Vu 2 + 4 cos 2 2 u 
iiCoav 7 y = lisiut ;; 

(2) 11 - uco ^ a [ dv ) 2 , 其中； = 11.0031：， 

[3) 1 = r H { - (dar) 2 H- (Lcdy 十 ~(dy) 2 \ 

[} 州工 2 + /) +# W v } 

4.4, 切线面方程是 r = r ( a ) + tW ( s ) + n = - tK 举 f , 其中 k , r 是 
曲线 r (4 的曲率和挠率 ； H = -^ 

4.5. 直接验 iiL 把曲面的第一基本形式和第二基本形式写成矩阵 
相乘的形状比较方便. 


4.6. 1 = (d-Ei) 2 — (rr + a 2 )^)^, H 
a 2 — 4 


a 


(d-u) J -H-tt(dt!) 2 . *c„ 


u 2 + d 


a ( a 2 + 4)' 
4.7, k . 


2 


a 


(2) ft n - 




c - uim 


2 kv 


4.8. ⑴ K n 

(3 ^ rt — (1 + 4沪 + ) vTTT^TW 

41 (l)li = ^0 R i'=VQ\ ( 2 )U ; U Q 及。 = 如 ；⑶ V = Vi] + logu: 

(4)\/5(； r 2 - f ) ± 2 吨二 c ; (5). n;u 及 ir sLnSu - c : 


{ 6 ) 1-1 二 t\i 及 u 


\A ： mhi ； + f-'s/siuti v 
Vcosh v — evWihi ; 


… tsl 十 ci/sinu ro ,. 

(7 拎 = 饰及 u = -- j =\ Wu ± v ^ c \ 

^/coa t f — C'/sin v 

⑼ 3 / (10)^ = q 及 士 _ * = 0， 


■ ua 这足双 曲抛物而，上面有两族茛线，它们就是该曲面上的渐 
近甜线，所以它们的挠率都是零. 


4.11 ， 


7 


>/l -f i 2 T 2 
4- L 2. 用关 nj 、- 曲率的 Euler 公 ; rt 


4.13. 利用上一题的结果. 

4-14 设该曲率线是 C : r = r { s) T s 是弧长参数. 曲面 5沿曲_ 
C 的单位法向域是 n ( s ) = _ sin 明 ( s ) + <： os : ^ f ：( s ) T 这里没= ftj 蜉 0 : tt 
足曲线 C 的密 切平面 与曲面 S 的切平面的夹 ft . 利用柑率线特征 
n »// a ( s )i 对 . 7 ⑷= cos 0^ 求导数， 

4,15. 用关〒法 〖 Iff 率的 Euler 公式， 

4麗 (I ± V 2)4' 

4.17, 主曲率为 = L , ^2 = -1- 上方向力 dr : = l r dx ； dv = 

— 


4.IK. (l)r = [co^Il a cost;, c ： o£iJi t/.siru?, .sinliti), 
1 = (2 sinli 2 u + lj(du )々 + cosh J u(dtf) 2 . 


E 


1/2 sinli 2 u ■HH 1 


(—(duV 2 十 cosh 2 ^(d-i， 1 ) 3 )； 


(加 




1 ^2 


1 


y(2sinli 2 u+ l) 3 V3sinh 


4.19, 


2 + 1 / r 2 H - y 2 + -f 4 
is — + ：： |f 2 + ^ + 4 ； 


1.20. K 


H = 


y +1 




{2 u 2 + I ) 2 ? y /(2 u 2 + IP 

u 2 + 1 土 \Aa 4 十 Au z 4 - 2 


^(2 u ^ H - 1)3 


4.2 L / f- 5 (-/Y + /V + -] ) ^ 


f(-f f 9 !， + /V) 


9 


1 , 22 . 曲面的参数方程写 fiK r = (u cos n sin v T log sin u ), 
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K =— 


costi S1TV!/ 


4 H (1) II 


…，， 2fe(l 十跃 V) ^ ^ t 

T^TWW^ 卩 + 杣 h 2 ) 2 . 

t：2) [ill 酣的参数方程写成 r = (■u-cosi','U 2 sini) 1 ^) 1 
k[k^ + 2u 2 ) 』 


2^ V( A ' 2 + 4 ^ 2 ) 3 


(^+4,^)2 




cot 2t j , K 


(4) //-0, 


k 2 (l ~h tan^ ^)[1 + tan- ky) 
〔1 + tan 3 fcit + tgm^ k.y) 2 


(1 + iV 2 ) 2 , 


4 中是 


f 1 — 2A^cos6? ， kcos& 

■04. ~ 2A(1 — Akcqs^) ' — A(1 - Awcos^) ! 

1 一 k cos 没 

^ = A 1 K2= I^XkcosO^ 

曲线 0 = 开 /2 和 0 = 3^/2 是抛物点的轨迹；椭圆点 集合品 {㈣ ' 
r/2 < 3 < _}, 双曲点集合是 (M) : -7T/2 < 0 < tt/2}, 

4.25. 所求微分方程是 

((1 + UUU .) ㈣ f 十 ((1 + M)fyy - (1 + fy)fm) 

+ (，(1 + /:)/ 印 + f^fyfvy) (d^) 2 = 0. 

4.26. 令 ； r = a cosy, y — uaiti v . 则曲率线是 u = ±sinli(t7 - Vq}^ 

1 

主曲 率是 = ±—~=■- 

1 + 

4.27. log jaa; 4 - \/l + g% 2 | 士 log | 抑 + y^l ^a 2 ^y 2 \ = c- 
428 , 记曲面 为 r = {s T ax 2 + 如 2 h 贝 (1 

K= 4ab 

(1 + Aa 2 x 2 4- Ab^y 2 ) 2 ' 


l ° I svTTTIW t 

_ 线的曲率和挠率； 

哪 (1 + 冗 V + 3 ： V) 
(u) H — — f - , 


irsinh(i; - v。]. 
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曲面在点 ij) 


0 -f- ft + Aab(aj： 2 -h by^) 

/(l -f 4a^ 3 -h46V)) 3 ~ 

的主方向为 


d ： i ： : dy = ( — - £i) ± \/2^{a — b} 2 + fj4afj) : Su, 


4.2W. H 


2uv 


曲率线为 


04 十 W + 2t; 〒 s (2 + '^ + ■川平 a 乃 

us/l ^v 2 士 v^/2 -¥U 2 = c ，其中 t 是任意常数 . 

獅 - 设曲面 ft 沿曲线 C 的单位法向量为 m(3), i = i ? 2 , 则题设 
假定为 n 山 s) ■ n 办 ) =f ： omL 牝线 C 的单位切向砧为 n(s)//n L (s) x 
疗 2 (. 5 )■ 对 订 !( ，十 n 2 (s) 求导，利 fflr 是曲面的上的曲率线的持征， 
以及 * «s( s ) - 0 ,证明 nr A (s)//ni(s) x n^). 

4.31- (l)Jf = r(s) -h in(s| ( 其中叫 s) = r ( 包 ⑷ T «), n(s)= 
n(n(s} r v( 3 )) 为曲 IT S 沿曲线 C 的单位法倫翻 

(2) 利用可 Mfffi 而的判别条件和曲率线的持征； 

(3) 先证明 n r {s) ^ 0,然后作准线变換 6(4 = r(s)-hX(s)n(s), 
ffi V㈤ / M 斗求 Ms). 这里要利用曲率线的特征， n^(s) = -K r y(s). 

4 、 32 . ( 1 ) (0, 士善 \/a 2 -0 2 . 去 (/ _ / 户 )) ： 

⑺有钟航它_ 

(3) 有 4 个脐点 , 它们是拉 1^ 卜 (1 、 1 ， 1), (V-1,-1), 

(一 1 ， 1 广 l)t 1J. 


4 33 - 题中的曲 iWMrti 隐式方程给出的， ft 接可以写成函数图像 
的形式， z = ±y/(2 ； ,-l)(2x-y 2 ). 但是，此时所考虑的曲线怎； 
CUr — F 2 洽好不在图像所裙盖的区域 f 阿此耑 j 要把曲舸丧示成另 
一种函数图像的形式 . 解出 r 得到 2 + + - 

令冇端的函数为 f(y,z) y 用例题的结果，验 i 正 3 - G 的点是曲面 
^ = /(y, 的 . 挤点 + 
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4.34. (1) 将右端的矩阵化为左端的矩阵，例如， 

— n u - ( r 0 x n ) =厂 ~" { r « x i r ^ x 

F u X T \， 


同理有 


一 ~ — ~ ^ 1 (( r-u ■ fy ) T"ti *' 'TtJ r r u ) r i .') 

x r v 


GL - FM 
^EG - F 2 


… t. ， f "T t p X H) 

n u ■ ( r T1 x n ) 


n 1: ^ { r v x n ) 


( jM — FN 
/EG - P _ 

_ 十 jW 

/EG - 〆 ’ 

-FM - i - EN 
,/ EG - F ^ 


(2) 把右端矩阵写成 


(Ti t£ j }i 


然后把矩阵(〜， 〜) T 用（〜， l ) t 表示的表达式代入（参看§ 4 ，丨第 
ID 款) ■ 

4.35. 如果把旋转面的方程写成 r = [}{ u)^os vJ ( u ) sint ^ ⑻)〗则 
经线切向 M 与旋转轴垂直的点 （—’〃） 满足条件= a 

4.36. 抛物点轨迹是曲线 u = 0,或曲线^二 0. 椭圆点 集合是 
{( u t v ) mv > 0}, 双曲点集合是 {[ u , ii ) iuv < 0 }. 

4.37. v>Q 的点是椭画点，^ = °的点是抛物点 ， u < 0的点是 
双曲点. 

4.3 S . 抛物点的轨迹是曲线 “ = 0和曲线” & 

4.39. (1) 设浙近方向与 对应于 主曲率$的主方向的爽角兑仏则 

成立 N cos 2 0+ K 2 si ] 2 <9 = 0,故 假定 M < 0而 > 1 两 

& h m 2 tan 沒 

个渐近方向的夹角是 P =卽，用倍角公式 tai1 # = — tar ^'- 
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(2) ^ = ± 再把 H , K 的表达式 代人. 

y 1 -f tan ~ (p 

4.40. 用上一题的结果， 

4 . 4L ( l)z x' A + y 2 \ ( 2 )^ = i (- x ^+ ( 3)3 = [ a : 4 - 3 yj 2 . 

4 . 4 n IVJtff - 其中乂 =—¥ .在点 _ 1 ) 的 

近似曲面为 s = 1- 这是一个开^向下的旋转撕圆抛物面.椭 

则点的集合是^ [(1 y ) :』 2 + f < 1 }.. 双曲点的集合是 {0, y ) : P 句 2 > 
1 }. 

443. 曲®的参数方程是 r = 计筇它的第-和第二 

基本形式，并且计算它的平均曲率. 

4.44. 计算它的平均 ft 率 ； K 主曲率是 h = 

c c 

c 2 + x 2 + y 2 ' K2 c 2 + a : 2 + f 
445.(1) 计算它的平均曲率 i 

(2) 根据极小曲面的条件， f ( xls ( i /) 应满足方程 r f ( x){l + 
产⑽+浐 M[i + 产⑻卜 0 ,即 

rw 二 ㈣ 二 _ 

1 + /6(疋） 1 +/ 2 ( y ) 

4.46. (1) 计算它的平均曲率 i 

(2) 1 曲线和 ■ Htt 线都 是诙曲 面的曲率线， " U - 曲线所在的平面 
是 y-vz = 3 y + 2^ 3 ( v 是常数)，线所在的平断是 : r + 犯此 + 2 u 3 
( U 是常数 h 

4.47. (1) 计锌它的平均曲率； 

(2) 根据极小曲面的条件， 函数 m 应满足的方程是 

n 於 她―^ 

j f { t ) ™ i + r ”)-… 2 ， 

4 -根曲面的 三个基 本形式的关系是 HI 2 // U -h K I 二 a . 曲而的 

Gauss 映射是保角对应的条件是 131 -■ d - 1 映射足保俏对应 
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时 * (c + K)I = 2/ JI . 若= 0，曲面是极小曲面； 若及尹 0，则 
31 = ^^1， 读曲面是球面 . 

2n 

4.49, (1) 设旋转面 S 的旋转轴是 > 轴， 它的参数方程是 

r = (ti coa tvu smv y f fw )}, 

则与 曲面 S 沿旋转轴平移得到的单 参数冊 面族®肓相夂的共轴旋转 
曲面 5* 的方程是 r = ( ncostJ ^ SLn v , g [ u )}, 其中 


♦) 


广 ㈦ 


⑶ 旋转面 S 的 Gams 曲率是尺=旋转面 
f 的 G_ S 曲率是 K * =，并旦 

、 1 — / V ) 

g ( U 卜 -9 ⑻—产⑷， 

4.50, 把曲面的参数方程 id 成^ = ( n / f ( y ) h 它的第一基 
本形式是 

1 = (1 + f 2 ( x ))( dx ) 2 - 2 r ( x ) f f [ y)dxdy + (1 + /^^))(^) 2 . 


渐近方向满足条件 

湖 ，⑼轉 f — 

两个渐近方向彼此正交的条件是广 ㈤ ( I 十严⑽-广 ㈤ u + z ^)) = 
。，故 L 

fix) — — log COS CZ + Cl. 
c 

4.51， 曲 面 5 的切空间的基底向 M 是〜 = ( UJ , v ) 和 r t . = (0, M )* 
所求的直母线方向向 tt 是 I = K ( t ) , i / Ei ), + u ( t ) v f { t )), 或者是 
(= ( U ^ t ), -u 明， - K ^ K ( t ))- 


第五章 
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5 ■ 1■将平均®半 i / 的表达式化成用张 M 记 g 表达的形式_或密在 
张 M 记号 T 写出 WHngartcn 变换的矩阵，然后取变换矩阵的迹.要证 
明 H 在参数变换 T 的不变性，利用第二基本形式系数矩阵和第一基 
本形式系数矩阵的逆矩阵在参数变换下的变換公式. 

51⑴用例题 5.3 中 Chri^offbl 记号在参数变换下的变换公式， 

( 2 ) 用⑴中的变换公式以及 R 咖这 尖于下指标的对称性质. 
5.3. (1) 可以从右端化到左端； 

(3) 利用行列式求导的公式- 
5 4,直接计算. 


5 5- 将正交曲 率殘网 作为参数曲线网下的 CotkKKi 方程变形. 
5瓜在等温参数系下\ Christoff 记号为 


t-i _ aio ^ A 

lu _~^T 


【1]= 


d log A 



pi _ p i — ’’ lo£ 乂 

12 _ 21 = ~^ T ~ 




0 log A 
du 


,i dlogX 

r .2 占 logA 


再利用咁断论基本公式. 

5.7. 利用 Coda^zi 方程. 


在曲面上取正交曲率线网作为参数柑线网，则 r = Eldu } 2 4- 
G ( dv ) 2 , D = mE(duf + k 2 G (& v ) 2 . 根据第 S -5 题的 Codazzi 公式得到 
= 0, G v = 0. 由此得到 iT = 而〜中有一 f 为零 ,作参数变 
换不基本形式写成最简单的形式7然后用曲面论基本定理 
的唯一性部分，证明该曲而是圆柱面 . 也可以解曲 a ■的微分方程组， 


5.9. 利用 Gauss-Codmi 方程 * 

5.10. 利用 Gauss-Coda^i 方程. 


5 . lh 利 ffl Gauss 方程求而所满足的微分方程， G = (q C osii + 
句 ㈣ 2 ■当切 0) = 1， G T '(0) = a 时， G { u ) = eos 2 u f 该截聊的参数方 
程是 r = ( cosncos - costisin u , sinn ). 
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5.12. ( I ) GaviFH 方程不成立■， 

(2) Coda 找 i 方程不成立4 
( B ) Coda ^ ai 方程不 成立^ 

(4) Gauss-Codaxzi 方程成立，给定的能够作为二维欧 
氏空间中一张曲面的第一基本形式和第二基本形式 * 

5.13. A 是常数，并且 E ( u t v) t G ( u , v ) 满足条件 

二 一入 2 VW , 

^ — G ^ s u ) 时 ， VS 满足方程 

(log /S) ttU + (bg VS)vv = -A 2 艮 


5+19 .利用例题 5,12 的公式. 

5,20. 球面有正常数 Gauss 曲率，柱面的 Gaits ^ 率为双曲抛 
物面的 Gauss 曲韦是负的，根据 Gauss 绝妙定理，它们之间不能有保 
长对应. 

5-21_ 在& 和怂之间有保长对应 n 它们不 能和& 建立保长 
对应， 

5,22. 有保长对应 i 立= \ ZTTtJ , v ^ v . 

5-23. 计爲它们的第一基本形式和 Gaii SS 曲率， 如果它们之简有 
保长对应，_必有5 =心代入保长对应的条件，再利用容许的参数变 
换的条件.得到矛盾. 

5.24 计算它们的 Gauss 曲率,在对应5 = %名= t . r 下，保长对应 
的条件 I = i 必导致 d K 这与假设相矛盾 + 



它的一个解是 

4 

丑 ㈣ ； G ㈨ V 卜 x^l + u ^ + v ^' 

其中 A 是任意正的常数- 

5.14. ip , i // lr '1 动满足 Codaszi 方程 f 沒所满足的微分力程恰好 r 鞋 
Gauss 方程， 

5.15. ip ^ 自动满足 CodazW 方程 T 0所满足的微分方程恰好是 
Gauss 方程， 加 果这样的曲面存在，它的▼-均 曲率丑 必恒等于零:> 即 

它是极小曲面 - 

m A ( ti , u ) 只依赖变玷％ ^ v ) 只依赖变 M I 并且在 、妗之 
中至少有一个 为零. 诙曲面为一张柱而 ■ 


5.17, a = 4. 

5.18. (1 }K = c ; {2 )K = _ + ; = 4 ci 

(4 )k = -戋 (m = ⑹ K = 


( y / G ( u)) Uii 

~ v^r 


.5,25. 存在懌长对应 v = v . 


第六章 


{■fi cos v , u n v ， /( t ()) ，则讳线 
T f 它与纬线上点 


G 丄设旋转曲面的参数方程是 r : 

(即平行圆 ） u =恥的测地曲率是〜=—7=4== 

如 \/1 十 / 々（叫） 

的參数 v 无关 T 考虑经过纬线 U =叫上的点 = 0的经线 r ( i ti 0) 
bA / b ))， 它在点(^= o ,/^)} 的切线的方程是 


X = {u 0l 0, / (uo)) + X(l 7 0, f f [u a )) = -h Aj0,/{tio) + XfH 


该切线 if 旋转轴的交点坐标是 ^ QJM - Uor ^)).. 诙切线从切点 
到切 线与碇 转紬的交点之间的长度是 u uv /l + 汽 u 0 ). 

6.2. 截线在点 c 的 ittr 率向超:是 

/ d 2 a ; d a y d J z \ _ f tab 2 2 a 2 b 2 c \ 

V ^ p " 1 VPTW 1 ( a 2 + b 2 ) 2 " 5 ^ a 2 + & 2 ) f 


<1.5 2 

d a v 


+ ^ii 




I r ] 
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测地曲率是 4 


2ab 


…丁 ― a vVTF ? 

6,3, 截线在点 C 的曲率向世是 

/ d ^£ = 

V d .? 2 ' d 5 2 ' ds 2 ) 


0,0 f 


㈤ 十 M 


测地曲率是 


6,4 - k 4J 

fj , 5 ri B /i u 


1 = 一^^ r TF ^/^ r TFT? I F 

s / H 2 二 d 


Ra 

Uf ) 

W + a 2 


e.6. 该球 W 的第一基本形式是 
LlouvUle 公式得到 .,_ 


si n n 

K<J ~ dja a cos u 


d 2 [d^) 2 ^ « a cos 2 «fdv ) 2 - 由 


sin 0, 


义有 


(/^盖，^/5裝)= ( gobO ^ B ), 


y—cb du 

即如籽 =v 6 n ™ = amsu—. 

6J. 豭据 测地曲 率的公式 


6.8. 保长变换 c 保持曲线 C 的_地曲率不寒，即曲线的测地 

的测地#率相等. m 为变換 群* 爾制到#线 c 上的 
作用是传 递的， 即对 于曲线 c 上任意两点 p，t 必有 <& 中一-个成贷 a 
使得 fi = +), iiwc) = a 干 是曲线 c 在 p 处的测地曲率等 F 曲线 
G 在<?处的测地曲率 ，即曲 线 c 的测地曲率是常数， 

6.9. 法曲率 h 和测地挠率5都是 曲面 匕的切方向的函數.不妨设 
曲面 S 在曲线 C 上一点 P 的两个主 曲率是 N - l > 托2, 对应的主方向竽位 


SS 

—^1 

一 I 

K fl 


习瑚答案或提示 307 


向鸶是心办假定曲线 C 与主方向^的夹角是①则曲线齣法曲率 
足 -= C 0 iT $ 4- K 2 sin 2 0, 测地烧率; Ei r ^ B ) = - ^ r ) coa 19 sin &. 

另夕卜，曲面的平均曲率是 J = ^ Ou 十 Ml Gauss 曲举是 A' ^ kik 2 , 

6 10. 设曲面 S 在点 J ? 的切方向与主方向 e : 的夹角是沒，另一个 
切方向 与主 方向 A 的夾角是6 1 + <2. 相应的测地挠率是 

7^(0) - (^2 - ) cos 0 sin B, = (k 2 -s, ：} ms(6 + ^} sm (& 十 ;） ■ 


im _ 设曲线 C 的#数方程是 r = r ( N ),. 是弧长参数，其 Frcriet 
标架足 { r (£ i ); o ：( s ) : /3(^) ； T (^')}- 所求的曲面遥 r ( M ) = r [ a ) (• t - r ( s ). 

6 12, 已知 曲面 S 1 的单位法向 世是 W = (1,1,-f ⑷) 

设曲 ffi s 上的 rtl] 线 c 的参数方程是小} = 因而它 

满足条件㈤- m^j) = (i 曲线 c 是测迪线的充分必耍条件 
是它的曲率向 M d ~ j 与曲面 s 沿肼线 C 1 的单位 

法向共线 I现在要证明 


与曲面 S 沿曲线 C 的单位 


d 2 p(s) d 2 z(s) 
ds 2 1 ds 2 7 ds 2 


d ^( s ) , d 2 y ㈤ 


是 常数. 

6 .1&—般 柱西与 T 面能够建立保松对应.在保投对应 T , I ：母线 
成为 T 行直线族，而测地线成为首线，它与直邱线相交成定角. 

m 求旋转曲酣的第一基本形式1 = (f a ( n ) + ^ 2 (u))(dti) s + 
f 2 ^)(^ 测地线 c 满足微分方程 
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匕15.利用上题的结果， 

iUG. 该曲面上的训线畏_地线的条件是它的曲肀向 M 

f d ^(^) d 2 y { s ) d " z ( s }\ 


与曲面的法向 M 是 ( F ^ F ^ F ,) TO . 

m ( t £. — Cl ) a = 4 c 2 (U — C 2 )i 其中 q Cl 是任意常数. 

■ r dw 

6 A 8 n 。一 e 乂。# + 以— cW + ， 

6.1 U , ( I ) k . 2 = Ky + Kf t — 0; 

(2) 曲率线的特征是 & = 0 t 而测地线的测地挠率就是它的桡 


(3) 非直线的 T •面曲线满足^ 0, r - 0 5 而对于测地线来说，则 
有 4 = T . 

G.20. 利用 （L19 (3) 的结论.以及通过任意一点都存在测地线与 
在该点的任盘一个切方向相切，可见曲而在任: S —点的主方向 S 不确 
定的 t 

G .21. 测地线的微分方程是 


de 


— cost 


1 du 

tf ds 


— COS^i 


i&v 
v ds 


=.sin Q , 


苷先解出作为 0 的函数 3 然后解出 u 作的函数. 


6.22 .取 测地 T - 行坐标系 (n.v), 使&曲 线是已知的测地线族， 而& 
曲线是它的正交轨线.此时，酣面的第一基本形式是1 = (du)^G(dvf. 
&曲线 的测地 rth 率是 


id]ogG ( Vgu 

K ^ = 2 ~^r = ^ = ^ 


故 ft 麵的 Gauas 曲率 ft 
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s . 23 . 以其中一族测地线为仏曲线作 3 M 地〒行坐标系 iu ^), 干是 
可设曲面的第一基本形式是1 = ( du ) 2 + G [ dvf , 在任 m —个固定点 
i ^ vo ) 有一_賴与 u - rtt ] 线作成定角 9 ^ 0 , £在该点 ( u 0 肩） 的 

测地曲率是0 = cos & 即 ^ = 0 , G = G(v). 

2 uu mi 

6.24. C 7# 为曲面说上的测地线，它的曲率向址是曲軍 ft 的法 
向但是曲面 A 和面&沿曲线 C 相切，故它的 曲率向 M 同时 
也是曲面&的法向量. 

曲面氏上的曲率线 C 也是沿曲线 C 相切的曲面氏上 的曲率 
线；曲面反上的渐近曲线 C 也是沿曲线 C 1 相切的曲窗灸上的渐近 


曲线. 

6,25. T {, = rj 2 - r ?! = 0, rl 2 =- 

diogVc ^ (VS}_ 


1 AG 

a 




S .26, 迮测地平行坐标系下 ， i - ( dii ) 2 -r- C{u){dvf , 在测地极坐 


标系下 ， i = is # + sinil 其中 



cos ^ v ^ u ), K > 0 S 

1, K — 0, 

rash ' 2 ( v / —^ ti ), < 0 S 

去 /C > 0, 

尨 2 , K = Q, 

― 'tz siiih 2 ( V ^— A ' u ) h /C < 0. 

K 


0.27. 用测地锻坐标系 ， I = ( 6uf + S [ u)(dvf (见习题 £3.26) ■测 
地圆 u .= uq 的测地曲率是 



\/ r K cos( ti[]) 

sin (\/ WuQ ) 

f 

Wo _^ 
v — A coslif 


K > 0. 
K = U , 
K < a 
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6.28, 参看例题 6.15 的证明+ 

6.29. 直接验证-该方程表明， （.« 咖 )） 落在平面上与圆周# + 
正交的睡弧上 ■ 

Od 在 Klein 圆和 Poincare 上半 f - 面上分别引进复坐标，然后求 
把圆映为上半平面的分式线性变换，验证读分式线性变换保持相应的 
第--基本形式不变.例如取 



( u - iy ^ + ti 2 ' 


l-u 2 ~ V 2 

(u - I) 2 + U 2 


6.31. 在曲面 S 上取參数 ( n \ u % 则曲面5上 与路徑 无关的平行 
切向址场+ X 2 r 2 满足偏微分方程组 

该方程组完全可积的充分必要条件恰好是曲率饵等尸零- 
此题也可以作为习题133的推论， 

6.32. 沿曲线 C 〒行的 切向姑 X ( t ) = 满足微分方程组 

7 +零 


易知单位刪是^ ㈤ 即 X : 
它沿曲线 C 平行的充分必耍条件是 


\/sTi 




dX 1 ^) 


^ + x l ( t ) r \ 0 




寅接验证知道，第一个方程对干义 1 =是向动成立的. 

V^ii 


6.33. 利用 Gauss-Bonnet 公式 
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第七章 

7 丄设 V 的基底是 {etl ^ 的難是 { 外则 HV ； V ； R ) 的基底 
是 {e^e^ 设 / £ £(厂 K ;®)， 则 / = A〆 ⑽ 其中 

分 M A = /K^). 假定 / 在另一个基底伶 } F 的分量瘙其中 
士=则九二 fk^f<4 - 

7.2,设 V 的基底是{由}, 1 T 的基底是的，则难 ' T /; R ) 的基 
底是{已£ : 1 < i , j < ti }. 设 / E 乙( V ' V F ; JR) f 则 / = 假定 

/在 S —个基底{心}下的分置是/) 5 其中6 = a ^ ej , 则 J^al = 

或// = 其中（…是 （4) 的逆矩阵- 

71 将 / e £( V ; v r ) 对应于 / € C [ V % V ^ R ). 其中 j { a , v ) - 
M / M ), Vo W , w e K - 这是一一 对应- 实际上，对于 feC { V \ V ： R ) 
作 / h ) = £ I 其中卜,}和分别是 K 和 F * 中互 

为对偶的基底，则 M / M ) = K -, i'e 

7.4,将 / e £( V \ V ; V ) 对应浐 / € £{ V 、 y 7 K ; R ), 其中 /( w )= 
aUin . v )), VaeV \ u ,^£ ^ 这是 一一 ^对应. 

7.5 i 设有一组实数使得 读…心=0 ,将它在任 
意■组基底向 H 1 ■ ■ ^ n 0 j r C 1 < jii ■ j ■ n jV ^ 上求 ffL 则得所有的 
系数 -Jr — 0- 

fs, 对于任意的奶 , 爲吻 er 有 

{ AA { f ))[ xi , X 2^ ：i ) ^ - /( 工 mu ) + /( 叫抑 〆 i ) 

- / + f(^,X l ,X 2 ) - J(x lt X 3i X 2 )). 

7.7. ( 也 (/ ® fl )) (怎 1: 工 2, 別） = 蠢 (/( 怎 1 ，工 2) 没 ( 初 ） + + 

f (^ xi ) g ( x 2 ))^ 

7. B . / Ag A h = f 势卩 < S > h — g ® f ⑧ h~\~g ⑧ h®f — k 0 g ⑧ f + 

/ © ® ^ ® 9 - 
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7.10, 设有一 组实数 M 1 <&<"，<、 Sn 使得 \ 

5^ Ot 1 .,.i r e 11 © - ■ ® e lT ― 0, 

l < i 1 <-*-< i T < n | 

将它在任愈一组基底向 M e ir (l < ji <--<><^) 上求值， 

则得所有的系数 - = 0 t I < ji < - ■ < jr < ^ 

7.11, (1) 4c 1 A e 2 A 一 ; (2) 0. 

7.12, (1) -20a：2 A a? 3 + L2 i 3 A + L9^i A x^\ (2) 0- 

7-13. (1) e L A e 2 A e 3 = det(nj)/ 1 A 尸八 / 3 , 

7 + 15. y l A - ■ ■ = fl- 5 ■' ■ A ■ ■ A e Ut = a} A - - - A 

...A e n = det(a;)e] A ■■■ Ae 11 . 

7* L 艮若有 ae 2 Ae 3 + W i Ae 1 - hce s Ae 2 — ( a ； ie I +3?3 e 2 H -^ e 3 ) A ( yie l + 

y2 色 2 十 1/3#) 】 贝 || X2y3 - ^V2 = fii 怎 3 机 - ^ 工伽 _ ^2Vl = 匕 换 

言之，（仏〜⑹和 { y \, y ^ vs ) 满足方程 。 Ai + bX 2 + cA 3 = 0. 不妨 
设岛/ 0,则上面的方程有两个线性无关解 


于是， 


--e 1 + f^ z \ A f--e J + I = - -e [ A e 3 - -e 2 A e L + e 2 A e 5 
a ) \ a t cl a 

— -(ae 2 A e 3 + fee 3 A e : + oe 1 A e 2 ). 


7 J 7. 在任总一点 t e (-7 T ，7 T ) 有 


7’ ⑷二 3 


. d & 

— sin if + 2i 7 — 

^ m dz - lit ) 


特别地， l r ( 0 ) = 3 ^ 


7 C 0) 


7,18. 
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(y^)) / - ^ ({? - I) 2 +2sin 2 t^f sin 4 t) = 0, 

出 t=o 

( y (0) /= ^_ /6 ((?2 ' 1)2 + 2 ^^ + ^ ，£ ) 

= T (,36 _ V + 丁 1 

(t'(0))st = ^ ^2(#- I)sin 3 t ^ 0, 

at t=u 



V2(t 2 - l)sin 3 t ^ 


V^jT 2 \Z5tt 9>/2 


h f [ omfg ) =/( o ) cv ( o ))^ 9 iQ ) h f mj = o , 


7*19, 因为疗 = d(；cy 善故 dy ? = CL 因此 

d(a A = da A — a A d r 5 

= do ： A ,5 = —(xy + 取之十 A dy A d 氬 


7.20. (1)^? A = - toi zdy A -i- sin idz A dx -|- y2 co^ zk\x A dy, 
V ，J A ^ s ccw 名 dg Adz — z sin zdz A dx -r zdx A dp, 
q A p — dy /s dz — yz^dz A dx — A dy. 

[2)dv3 = ydz A dr — A dy, 

dy> — sin zdy A dz + cos zdz A d^, — 0, 

7,22, (1) 0, (2) 2d/ A dg, (3) 0 3 (4} 2dg Ad/, (5) 0. 

7 - 23 , 显见 
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然后用7题的结果. 

TL 

7.24. 解的一般形式是^ = 13 a ^ A " 4如卜 1 I 八 ■ ■ 

i==I 

其中系数函数 W 满足条件 H ^ = L 

i=l 

7.25, ( l ){ r ; r p , ro . rcj , 其中 

•p =( pcos 0 ，josln 旬， ^ p — ( cos ’ 人 inH 1 : 

：Tfl =(— psiti ^ : pcofi f ?, 0)» T*t = (H 1)' 

(2) d ： t: A [iy 十 dj/ A -t- d,® A da: 

= p dp Ad0 + (sinS - C036?)#Adt+ p(cos& H-sin 0}d6 A dt, 

da: 八 .dy A dz = pdp /\dS /\ di. 

(3) 相应 的单位 正交标架场是 {r；e U A^,ez } t 其中 

e, = (cos^ t sin£l,0) 5 c 2 - (-mnB,c<ysO^), e 3 ^ (0,0,1). 

相对分 M 是 u 1 = d = dt , 4 = dl? t = 

—UjJ = 0 t L *?2 ^ — O ' 

7 i = 0, ^^ J + v 2 ) 2 duAdv ^ /一八 0 =0， 

a*(dj) = 0, = 0. 

7.27 . 由假设得知 

r —((R + poosif } cQS &, ( i ? + pc ： os ^) sin ^^ sin ^ j ； 
r p =(cos if cos cos ii ain 6?, sin ip} % 
r ff ^(-(H + pcos sin G t (R + pcoscm 6,0), 
r ,；. = l - p ^ iu - i {? cos t - pshi _ sin 見 cos 咕）， 

显然 r, ? r, 5 r-^ 彼此 正交. 相应的单位正交标架场是 {r^ L ,e 2 ,^h 

其中 € 1 = (cos ^ coa coa t/? sin sin ^j)j &2 ― (—siiL^.cos^n), — 

〔—中 i 十 msJ 广 sin ^ 动 1 良 COS - ^), 相对分世是 = 如， J 2 =⑺+ 
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/ic：os ^)d^ f u/ A - pdip, w? = 一 ^4 = cos-4id9 t w? = 4 = <i 也 u4 
— 4 = sin ^ dS . 

% /o 

7.28. = —(sin /dr - dg — c〔>s fdz ]. 


2 V * 

^ = ~ (,sin / da ; — d ^/ — cas fdz ). 

£/ 

«^ l1 — — cos fdx — sin / ds . = 一 ^ — 0 , 

4 一卜 w : 卜 = 譬 (》+ 》+ gd ) 

7.29. [ l ) d ^ Q ^ = dfr ,! ► r ^) = dr a - + r a ^ dr ^ 

= 小 ’ I+ ^Ct6 n ) f r ;3 + r a J + 〜打 ) chi( 

⑵利 /n d 知公式 dg ■ U ；；； zwf = Ar ：1^ 及结果 [ 1 ). 

( 3 ) 0 = d ( g ^ g 01 ) ^ dg ^ - 他+ 〆 咖 v 再用⑴的结果. 

7.30. (l)w 1 = - du. u 7 = idu. uif = 玉权 /( = —l. 


(2 )d 


V 

d(w — 


ur — dv % Ji = 0, K - 0 + 


( a ) w 1 = du + c ^-^ dv , ^ j ' 2 = isin ^ d - y , ^ - - ip n du , K = - 


( 4 )^ 1 - \/^{^) + G{v)du, = ^/F(n) 4 - G(v)dv, 

...2 = 一 j 一 F f (u)dv - G f {v)du 
叫一 " 2_ 2 (F(u) 4 G{v)) f 

K i^ f (^)y 4 - ( G») j - ( F " ㈤ 十 G rt { v ))( F ( u ) -f G ( u )) 
~" ^ ~ 2 ( F ( u ) 4 - G[v})^ — 

^3L 筚位正交标架场是 {r lei( e 2iea }, 其中 
ei ; 9 f Mh 


v i + PM 

e 2 =( —sin v , cos ^ ,0), 


sin yj 


&3 = 


+ < 2 ㈤ 


(- 〆 (!/) ⑺ s % - g f [ u ) sin v , 1). 


相对分: M 是 W 
= —«；2 


+ i ? /2 ( u ) du r J 1 — u/ ：i - 0, 

_ . .1 —_ 


丽& ^ 一卜 




310 习題答案或提示 


习趟答案或堤示 317 




作） 


rd ' i '. 


V 1 + 9 ,2 ( u ) 


7.32. w 1 = % fa 2 -\- 2 v-du f 


2 uv 


v 1 / 十 2# 


■ d - y , 


U ) 


2 


aV ^ + 2(^ + ^) d ^ f )? 


2 au 


Va 2 + 2 ir l 




:叔 



a 


Va 3 十 2i?/2(^ 2 -^rv 2 } 


: dv h 


2 机二 - 

4 _ _ 以十 2 卜 2 十#)十 yV 十 2^( a 2 + 2(^ + u 2 )) 

7.3^, ( I ) u - 曲线的测池曲率是心 = ~^ r 仏曲线的测地曲率是 
(2) 曲线和 w 曲线的二等分角轨线的测地曲率是~ = 4 ^ os ^/2 


釦 _ U 呤 U 
Kg 4 siui )/2 

7.31 引进保持定向的参数变換^ + u 3 j } = -u H - kv , 则曲 

线 u = kv + h 的方程成为 1 此时曲面的第一基车形式成为 

I 所求的 测地醇 是〜= 

7.35 - 管状曲面&的方程是 r = f < s ) + a ( cose 時）+伽^7⑻) ，其 
中 r ㈤ 是曲线 C 的方程> s 为弧长参数，(斗別办 7(4} 是 
曲线 C 的 Frcnct 标架. 一阶标架场是由= ex (^) 7 e z = - am 0 j 3 { s ) + 


cos ^7 ( s )， ^ — — cos ^/3( hs ) - sin ^ U )- 

相对分逮是 w 1 ; (1 — an cos ^) d ^, u ；" = a ( rds-f d ^) 5 = 0, = 

—= — Ki ^ ia & ds , wf = — OLf-j = —^cos 9 ds , w | — —wg = rd.s + ell 

管状肋 面& 的第一基本形式和第二基本形式分别是 


I ^(tj 1 ) 2 4- (^ 2 ) 2 = (1 - a« o^6) 2 [dsf + a 2 (Ttb+ 仙)夂 

II + = — k (1 — flKcos ^)( ds ) 3 + a(rds + d 。)、 


因为 4 4 = 故主曲率是 m = 

1 1 - aK cos $ a 

向 ； 主方向是 e Ll es * 

a 


-« COS 0 

I — a ^ coB ^' 


?\36 ■取 “I = 去 cos .du, uj 2 = ^ sin ^dv, oof = = sin 妄 du, 

ui ^ — - oj | = — cos ~ dv . 求并且验证它 (「] 满足 Gauss-Codassi 方程， 
因而根据曲面论基本定理在 R 3 中存在曲面以]=(^ 1 ) 2 -h [ J ^ y \ IT ^ 
+ 为第_基本形式和第二基本形式，再证明曲面的 Gauss 

曲率是允= - P f 并且 p 是渐近方向的夾角1 


